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プログラム [Program]

12月 2日（水）

9:55 - 10:00: Opening

10:00 - 10:20: 宋慧玲, 伊藤浩行 (広島大)

“巨大有限体の構成について”

10:20 - 10:40: 新谷誠 (静岡大)

“互いに素な シュタイナー系 S(5,8,24) と 5-(24,12,48) デザイン”

11:00 - 11:40: 松岡聡 (産業技術総合研究所)

“MLL プルーフネットの符号理論的研究”

13:30 - 14:20: [特別講演] 蓮尾一郎 (京大数理解析研究所/JSTさきがけ)

“小宇宙原理とコンポーネント計算：計算機システムの基礎理論としての普遍代数・余代

数をめぐって”

14:40 - 15:10: 知念宏司 (近畿大)

“一般 Hamming 符号から作られる不変式のRiemann 予想について”

15:10 - 15:40: 原田昌晃 (山形大/JSTさきがけ)

“ Extremal Type II Z2k-codes”

16:00 - 16:20: 三枝崎剛 (北海道大), 坂内英一 (九州大)

“ユークリッド空間における 2 次元整数格子のある性質”

16:20 - 16:50: 藤田育嗣 (日本大), 寺井伸浩 (足利工大)

“楕円曲線 E : y2 = x3 − nx の生成元”



12月 3日（木）

10:00-10:20: 森川良三 (首都大)

“ワーリングタイプの問題を探求する為の、いくつかの概念と方法 II”

10:20 - 10:50: 酒井祐貴子, 橋本喜一朗 (早稲田大)

“
√

2乗法をもつ曲線とHumbertのモジュラー方程式の一般化について”

11:10 - 11:40: 大石亮子 (高エネルギー加速器研究機構)

“トポグラフを用いた 3次元粉末結晶の格子を決定するアルゴリズム”

13:30 - 14:20: [特別講演] 黒田茂 (首都大)

“多項式環をめぐるいくつかの話題”

14:35 - 15:10: 清野善裕, 吉田仁, 金田康正 (東大)

“Riemann zeta函数の零点とその計算の基礎について”

15:10 - 15:40: 村田玲音 (明治学院大), 神谷諭一 (大東文化大)

“数論的関数とコード・システムのある関係について”

16:00 - 16:20: 谷口哲也 (東京理科大)

“非正則素数の高速計算”

16:20 - 16:40: 長谷川武博 (都留文科大), 犬塚美代子, 鈴木隆文

“関数体の塔に関する Elkies 予想の数値的証拠”



12月 4日 (金)

10:00 - 10:20: 小松尚夫 (弘前大), Chris K. Caldwell (University of Tennessee at Martin)

“ Powers of Sierpinski numbers base b”

10:20 - 10:40: 堀口直之 (千葉大)

“Hall-Janko群で不変な rank 3 グラフと rank 4 グラフについて”

11:00 - 11:30: 平野貴人, 田中圭介 (東工大)

“1 のベキ乗根とその暗号への応用”

11:30 - 12:00: 佐々木義卓, 大野泰生, 山崎知佳 (近畿大)

“ある離散対数問題に関する古典アルゴリズムと量子アルゴリズムの比較について”

– JANTセッション 『格子と暗号の数理』–

14:00 - 14:10: 小暮淳 (富士通研)

“格子と暗号の数理”

14:10 - 15:00: 島田伊知朗 (広島大)

“超特異K3曲面と格子理論”

15:20 - 16:10: 田中圭介 (東工大)

“イデアル格子を用いた Fully Homomorphic Encryption について”

16:10 - 17:00: 國廣昇 (東大)

“RSA暗号に対する格子攻撃”

17:00 - 17:10: Closing



On the construction of huge finite fields

Huiling Song Hiroyuki Ito

February 12, 2010

Abstract

When one constructs a finite field, one needs to find a primitive irreducible polynomial of given
degree. Thus, this construction is hard to apply for the construction of huge finite fields. To avoid the
decision problem of primitivity, we give the another construction of finite fields using the Artin-Schreier
tower which has a beautiful recursive structure. We also give the multiplication algorithm using this
recursive structure.

1 Introduction

Standard method to construct a finite field, such as Fps , requires an irreducible primitive polynomial
of degree s with coefficients in Fp. Once such a polynomial is found, the field can be represented like
Fps = {1, α, α2, . . . , αps−1}, where α is a primitive root of the polynomial. Such a polynomial is usually
obtained by choosing it randomly and then verifying that it is irreducible and primitive. For these purposes,
the existence, distribution and other properties of irreducible trinomials over F2 have been extensively
studied. A table of low-weight irreducible polynomials over the finite field F2 is presented in [4]. For each
integer n in the range 2 ≤ n ≤ 10000, a binary irreducible polynomial f(x) of degree n with minimum
posible weight is listed. And the table in [5] gives one primitive binary polynomial of degree n with
2 ≤ n ≤ 5000 and weight k for k ∈ {3, 5, 7}. However, it is difficult to verify that whether the polynomial
is primitive or not when n� 5× 103. In this paer, we give a method that one can construct a field such
as Fppr , not requiring to have a primitive polynomial, and at the same time, yields a simple recursive
basis of the generated field. And give a multiplication algorithm using the recursive basis. It is possible
to construct and execute various operations in a finite field.

Note that the idea of using Artin-Shreier tower for constructing finite fields was first treated by Cantor
in [1] and developed by Feo and Schost in [2] along the way by Cantor. But our formulation and view
point is slightly different from them.

Here are the plan of this report. Section 2 consists of preliminaries such as basics on Artin-Schreier
extensions and the definition of specific Artin-Schreier tower. In sections 3 and 4, we give a detailed con-
stuction of finite fields using the specific Artin-Schreier tower for p = 2 and give a multiplication algorithm
in that field. In section 5, we give the same method for general p. Finally, we explain experimental results
in section 6.

2 Construction using Artin-Schreier towers

In this section we describe a specific Artin-Schreier tower where the multiplication is easy, and explain
how to construct this tower.

Definition 1 Let Fq be a field of q elements in characteristic p, suppose xp − x − α (α ∈ Fq) is an
irreducible polynomial, then the quotient ring
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Fqp := Fq[x]/(xp − x− α)

is called the Artin-Schreier extension of Fq.

Note that if λ is a root of xp−x−α = 0, then all of λ, λ+1, λ+2, · · · , λ+p−1 are roots of xp−x−α = 0.
We define the Artin-Schreier tower of Fp.

Definition 2 (Ito-Kajiwara-Song [3] ) Let K0 be the prime field Fp and f1(x) := xp+x+1 be the polyomial
in Fp[x], we define

K1 := K0[x]/(f1(x)) = K0(α1) = Fp(α1) = Fp2 ,

where α1 := x̄ ∈ K1 be the image of x in K1. And define

f2(x) := xp + x + αp−1
1 ∈ K1[x].

Suppose that αr−1 and fr are defined for r ≥ 2, then define

Kr := Kr−1[x]/(fr(x)) = Kr−1(αr)

where αr := x̄ ∈ Kr be the image of x in Kr. And define

fr(x) := xp + x + α1 · · ·αr−1
p−1.

Then we have the tower of finite fields:

K0 ⊂ K1 = K0(α1) ⊂ K2 = K1(α2) ⊂ · · · ⊂ Kr = Kr−1(αr).

We call this tower as the Artin-Schreier tower.

Since it is clear that fr(x) is irreduable for every r ≥ 1, the above definition is well-defined. Using this
definition, we give an algorithm of producing irreducible polynomials whose decomposition field is Fppr .

Proposition 1 (Ito-Kajiwara-Song [3] ) For r ≥ 0, define fr(X) ∈ Fp[x] and gr(X,A, α) ∈ Fp[X,A, α] as
follows. Set

f(0)(X, A) := X + Ap−1, g(0)(X, A, α) := f(0)(X,Aα)

Suppose that we have fr(X,A) and gr(X, A, α) for r ≥ 0. Set

Gr(X, A, α) :=
p−1∏
i=0

gr(X, A, α + i) ∈ Fp[X, A, α].

　 Since Gr is stable under the automorphism (X, A, α) → (X,A, α + 1) and the invariant ring of
this automorphism is Fp[X, A, αp − α], one can write Gr(X,A, α) = Gr

0(X, A, αp − α) for a unique
Gr

0(X,A, c) ∈ Fp[X, A, c]. Now define fr+1(X, A) and gr+1(X,A, α) as follows:

fr+1(X, A) := Gr
0(X, A, Ap−1), gr+1(X, A, α) := fr+1(X,Aα).

Then fr(X, α0) ∈ K0[X] is an irreducible polynomial of degree pr for each r ≥ 2.

3 Recursive structures for p = 2

The Artin-Schreier tower which we have defined in the previous section has a beautiful recursive structure.
Since the binary case is especially usefull in practice, we give a detail of it for the case.

Since the basis of K1 over K0 is 1 and α1, we have

K1 = {s01 + t0α1|s0, t0 ∈ K0}.
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The basis of K2 over K1 is 1 and α2, thus the basis of K2 over K0 is 1, α1, α2, α1α2, and we have

K2 = {s11 + t1α2|s1, t1 ∈ K1}
= {s011 + t01α1 + s02α2 + t02α1α2|s01, t01, s02, t02 ∈ K0}

Similarly, the basis of Kr over Kr−1 is 1 and αr, so that we have the basis over K0 as

(

2r−2︷ ︸︸ ︷
22︷ ︸︸ ︷

2︷︸︸︷
1, α1

∣∣α2, α1α2

∣∣∣ . . . ∣∣∣∣ αr−1, α1αr−1, . . . , α1 · · ·αr−2αr−1︸ ︷︷ ︸
2r−1

∣∣∣∣∣ αr, α1αr, . . . . . . , α1 · · ·αr−1αr

︸ ︷︷ ︸
2r

) .

4 Multiplication algorithm for p = 2

Using the recursive structures of the basis shown above, we give an algorithm of multiplication on the
Artin-Schreier extensions. Frist we give a vector expression of the elements of the fields. We write
s1 + s2αr ∈ Kr as (s1, s2), where s1, s2 ∈ Kr−1. And we also write the multiplication of two elements of
Kr , (s1+s2αr)(t1+t2αr) as (s1, s2)(t1, t2). On the other hand, for two elements s1+s2αr, t1+t2αr ∈ Kr,
we have

(s1 + s2αr)(t1 + t2αr) = s1t1 + (s1t2 + s2t1)αr + s2t2α
2
r.

Since αr is a root of fr(x) = x2 + x + αr−1 · · ·α1, we have

α2
r = αr + αr−1 · · ·α1,

thus we can write

(s1 + s2αr)(t1 + t2αr) = (s1t1 + s2t2αr−1 · · ·α1) + (s1t2 + s2t1 + s2t2)αr.

Note that (s1t1 + s2t2αr−1 · · ·α1) and (s1t2 + s2t1 + s2t2) are the elements of Kr−1.
Doing the above operation recursively, we can express an element of Kr as a vector of length 2r over

K0 with the basis shown in the end of last section. By the argument above, we have the matrix which
expresses the multiplication of two elements.

Theorem 1 For elements (s1, s2) and (t1, t2) of K1, let A(1)(t1, t2) be the 2 × 2 matrix defined by

A(1)(t1, t2) :=
(

t1 t2
t2 t1 + t2

)
. Then the multiplication of (s1, s2) and (t1, t2) is expressed as

(s1, s2)(t1, t2) = (s1, s2)
(

t1 t2
t2 t1 + t2

)
.

Similarly, for each r ≥ 1 and two elements (s1, s2, . . . , s2r ) and (t1, t2, · · · , t2r ) of Kr, define the 2r × 2r

block matrix A(r)(t1, . . . , t2r ) as
(

S T
U V

)
, where 2r−1 × 2r−1 matrices S, T, U, V are defined recursively

as follows:
S = A(r−1)(t1, . . . , t2(r−1))

T = A(r−1)(t2(r−1)+1, . . . , t2r )

U = A(r−1)(t2(r−1)+1, . . . , t2r )A(r−1)(0, . . . , 1)

V = A(r−1)(t1, . . . , t2(r−1)) + A(r−1)(t2(r−1)+1, . . . , t2r ).
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Then the matrix A(r)(t1, . . . , t2r ) gives the multiplication of (s1, s2, . . . , s2r ) and (t1, t2, · · · , t2r ) as

(s1, s2, . . . , s2r )(t1, t2, . . . , t2r ) = (s1, s2, . . . , s2r )A(r)(t1, . . . , t2r ) = (s1, s2, . . . , s2r )
(

S T
U V

)
Proof The case for K1 is clear from the argument above the theorem.
When r = 2, let (s1, s2, s3, s4), (t1, t2, t3, t4) be two elements of K2, then

(s1, s2, s3, s4)(t1, t2, t3, t4)

= (s1, s2, s3, s4)×
(

A(1)(t1, t2) A(1)(t3, t4)
A(1)(t3, t4)A(1)(0, 1) A(1)(t1, t2) + A(1)(t3, t4)

)
= (s1, s2, s3, s4)×A(2)(t1, t2, t3, t4).

For general case Kr, we obtain the following by induction:

(s1, . . . , s2r )(t1, . . . , t2r )
= ((s1, . . . , s2r−1) + (s2r−1+1, . . . , s2r )αr)× ((t1, . . . , t2r−1) + (t2r−1+1, . . . , t2r )αr)
= (s1, . . . , s2r−1)(t1, . . . , t2r−1)

+ ((s1, . . . , s2r−1)(t2r−1+1, . . . , t2r ) + (s2r−1+1, . . . , s2r )(t1, . . . , t2r−1))αr

+ (s2r−1+1, . . . , s2r )(t2r−1+1, . . . , t2r )α2
r

= (s1, . . . , s2r−1)(t1, . . . , t2r−1)
+ ((s1, . . . , s2r−1)(t2r−1+1, . . . , t2r ) + (s2r−1+1, . . . , s2r )(t1, . . . , t2r−1))αr

+ (s2r−1+1, . . . , s2r )(t2r−1+1, . . . , t2r )(αr + (αr−1 · · ·α1))
= (s1, . . . , s2r−1)(t1, . . . , t2r−1)

+ ((s1, . . . , s2r−1)(t2r−1+1, . . . , t2r ) + (s2r−1+1, . . . , s2r )(t1, . . . , t2r−1))αr

+ (s2r−1+1, . . . , s2r )(t2r−1+1, . . . , t2r )(αr + A(r−1)(0, . . . , 1))

= (s1, . . . , s2r )
(

S T
U V

)
= (s1, . . . , s2r )A(r)(t1, . . . , t2r )

Along the way, we can get an algorithm for multiplication of two elements of Kr as follows:

Algorithm
Input: r, (s1, . . . , s2r ), (t1, . . . , t2r )
Output: (u1, . . . , u2r )
Procedure:

1. M0
i ← ti(1 ≤ i ≤ 2r), U0 ← 1;

2. for (j = 1, j ≤ r, j = j + 1);
　　　 for (i = 1, i ≤ 2r−j , i = i + 1);

Ur ←

(
0 U (j−1)

(U (j−1))
2

2U (j−1)

)

M j
i ←

(
M

(j−1)
2i−1 M

(j−1)
2i

M
(j−1)
2i U (j−1) M

(j−1)
2i−1 + M

(j−1)
2i

)
3. (u1, . . . , u2r )← (s1, . . . , s2r )Mr

1

4. return (u1, . . . , u2r )

4
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We give an example for r = 3. The matrix can be generated as follow.

Example 1 Input : r = 3, (t1, · · · , t8)
1. M

(0)
1 = t1, · · · , M (0)

8 = t8; U (0) = 1
2. j = 1, 1 ≤ i ≤ 4

M
(1)
1 =

(
M

(0)
1 M

(0)
2

M
(0)
2 U (0) M

(0)
1 + M

(0)
2

)

M
(1)
2 =

(
M

(0)
3 M

(0)
4

M
(0)
4 U (0) M

(0)
3 + M

(0)
4

)

M
(1)
3 =

(
M

(0)
5 M

(0)
6

M
(0)
6 U (0) M

(0)
5 + M

(0)
6

)

M
(1)
4 =

(
M

(0)
7 M

(0)
8

M
(0)
8 U (0) M

(0)
7 + M

(0)
8

)

U (1) =

(
0 U (0)

(U (0))
2

U (0)

)
j = 1 + 1 = 2, 1 ≤ i ≤ 2

M
(2)
1 =

(
M

(1)
1 M

(1)
2

M
(1)
2 U (1) M

(1)
1 + M

(1)
2

)

M
(2)
2 =

(
M

(1)
3 M

(1)
4

M
(1)
4 U (1) M

(1)
3 + M

(1)
4

)

U (2) =

(
0 U (1)

(U (1))
2

U (1)

)
j = 2 + 1 = 3, i = 1;

M
(3)
1 =

(
M

(2)
1 M

(2)
2

M
(2)
2 U (1) M

(2)
1 + M

(2)
2

)

U (3) =

(
0 U (1)

(U (1))
2

U (1)

)
By the algorithm above, we can calculate the complexity of it.

Theorem 2 For r ≥ 1 and n = 2r, the complexity of the algorithm is O(n3).

Proof The claim is clear from the algorithm and the calculation as follows:

2r−2 · 23 + 2r−3 · (22)3 + · · ·+ (2r−1)3

=2r−1(22 + (22)2 + (23)2 + (23)2 + · · ·+ (2r − 1)2

=2r−1(
22r − 22

3
)

≈(2r)3.

5 Recursive structures for general p

Similarly, it has the same recursive structure for general p. Set K0 = Fp and write the basis of K1 over
K0 as {1, α1, . . . , α1

p−1}. Then

K1 = {s01 + s1α1 + s2α1
2 + · · ·+ sp−1α1

p−1|s0, s1, . . . , sp−1 ∈ K0}.

5
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Write also the basis of K2 over K1 as {1, α2, . . . , α2
p−1}, then the basis of K2 over K0 is given by

{1, α1, . . . , α1
p−1, α2, α2α1, . . . , α2α1

p−1, α2
2, α2

2α1, . . . , α2
2α1

p−1, . . . , α2
p−1, α2

p−1α1, . . . , α2
p−1α1

p−1}.

It is clear that the basis of Kr over Kr−1 is given by {1, αr, . . . , αr
p−1}, so we can obtain the basis of Kr

over K0 as

(

p2︷ ︸︸ ︷
p︷ ︸︸ ︷

1, α1, . . . , α1
p−1

∣∣α2, . . . , α1
p−1α2

∣∣∣ . . . ∣∣∣α2
p−1, . . . , α1

p−1α2
p−1

∣∣∣∣ · · ·
∣∣∣∣∣ . . . , α1

p−1 · · ·αr
p−1

︸ ︷︷ ︸
pr

)

Using the recursive basis, we can multiply two elements without primitive representation.

Theorem 3 The multiplication of two elements over Fpp can be expressed as follow:

(s1, . . . , sp)(t1, . . . , tp) = (s1, . . . , sp)


t1 t2 . . . tp−1 tp
tp t1 + tp . . . tp−2 tp−1

...
...

. . .
...

...
t3 t3 + t4 . . . t1 + tp t2
t2 t2 + t3 . . . tp−1 + tp t1 + tp


Let call this p× p matrix T

(1)
1 . Making the matrices T

(1)
1 recursively like

Ti
r−1 = T r−1(t(i−1)pr−1+1, . . . , tipr−1) (1 ≤ i ≤ p) and O(r−1) = T r−1(0, . . . , 0, 1),

one gets the multiplication of two elements over Fppr as follow:
(s1, . . . , spr )(t1, . . . , tpr ) = (s1, . . . , spr )

×



T
(r−1)
1 T

(r−1)
2 . . . T

(r−1)
p−1 . T

(r−1)
p

T
(r−1)
p ∗O(r−1) T

(r−1)
1 + T

(r−1)
p . . . T

(r−1)
p−2 T

(r−1)
p−1

T
(r−1)
p−1 ∗O(r−1) T

(r−1)
p−1 + T

(r−1)
p ∗O(r−1) . . . , T

(r−1)
p−3 T

(r−1)
p−2

...
...

. . .
...

...
T

(r−1)
3 ∗O(r−1) T

(r−1)
3 + T

(r−1)
4 ∗O(r−1) . . . T

(r−1)
1 + T

(r−1)
p T

(r−1)
2

T
(r−1)
2 ∗O(r−1) T

(r−1)
2 + T

(r−1)
3 ∗O(r−1) . . . T

(r−1)
p−1 + T

(r−1)
p ∗O(r−1) T

(r−1)
1 + T

(r−1)
p


.

We give the example for p = 5 precisely.

Example 2 Take two elements of F55 , (s1, s2, s3, s4, s5), (t1, t2, t3, t4, t5) ∈ F55 , then

(s1, s2, s3, s4, s5)(t1, t2, t3, t4, t5) =

(s1, s2, s3, s4, s5)


t1 t2 t3 t4 t5
t5 t1 + t5 t2 t3 t4
t4 t4 + t5 t1 + t5 t2 t3
t3 t3 + t4 t4 + t5 t1 + t5 t2
t2 t2 + t3 t3 + t4 t4 + t5 t1 + t5



Here set T1 =


t1 t2 t3 t4 t5
t5 t1 + t5 t2 t3 t4
t4 t4 + t5 t1 + t5 t2 t3
t3 t3 + t4 t4 + t5 t1 + t5 t2
t2 t2 + t3 t3 + t4 t4 + t5 t1 + t5

.

6
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Now let (s1, . . . , s5r ), (t1, . . . , t5r ) ∈ F55r , then the multiplication is given as follows:
(s1, . . . , s5r )(t1, . . . , t5r ) = (s1, . . . , s5r )

×


T

(r−1)
1 T

(r−1)
2 T

(r−1)
3 T

(r−1)
4 T

(r−1)
5

T
(r−1)
5 ∗ O(r−1) T

(r−1)
1 + T

(r−1)
5 T

(r−1)
2 T

(r−1)
3 T

(r−1)
4

T
(r−1)
4 ∗ O(r−1) T

(r−1)
4 + T

(r−1)
5 ∗ O(r−1) T

(r−1)
1 + T

(r−1)
5 T

(r−1)
2 T

(r−1)
3

T
(r−1)
3 ∗ O(r−1) T

(r−1)
3 + T

(r−1)
4 ∗ O(r−1) T

(r−1)
4 + T

(r−1)
5 ∗ O(r−1) T

(r−1)
1 + T

(r−1)
5 T

(r−1)
2

T
(r−1)
2 ∗ O(r−1) T

(r−1)
2 + T

(r−1)
3 ∗ O(r−1) T

(r−1)
3 + T

(r−1)
4 ∗ O(r−1) T

(r−1)
4 + T

(r−1)
5 ∗ O(r−1) T

(r−1)
1 + T

(r−1)
5

,

where Ti
r−1 = T r−1(t(i−1)5(r−1)+1, . . . , ti5(r−1)) (1 ≤ i ≤ 5) and O(r−1) = T r−1(0, . . . , 0, 1).

6 Experimental results when p = 2

In this section, we mention the experimental results 1 for the algorithm given in the section 4. The
multiplication algoritm is implemented with GCC 4.0 to the machine with Core 2 Duo CPU 2.2GHz and
2GB Memory. For randomly chosen two elements of Kr = F22r , average time for the multiplication of
these two elements are shown below.

r 8 9 10 11 12 13
time (second) 0.223 1.412 9.503 95.32 1343 12578

7 Concluding remarks

We gave the method to construct a finite field start with a prime field Fp for simplicity on the talk. One
can easily imagine the ame construction is possible using the Artin-Schreier tower start from a finite field
Fq. Moreover, we can develop the similar theory for any extenion of the Artin-Schreier type, and we will
treat this in another occasion. As an application of our Artin-Shcreier tower, we are developing a better
pseudo random numeber generation method, and we will treat this in another occasion also.
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互いに素なシュタイナー系 S(5,8,24) と 5-(24,12,48)

デザイン

新谷 誠
静岡大学情報学部

2009年 12月 2日

Proceedings には講演で使用したスライドをもとにした報告書を作成しました。講演を
行った内容の論文M. Araya and M. Harada, Mutually disjoint Steiner systems S(5, 8, 24)

and 5-(24, 12, 48) designs, The Electronic Journal of Combinatorics, 17(1), N1, 2010. が、
電子ジャーナル（http://www.combinatorics.org/）に出版されましので、そちらも参照し
てください。

概 要

互いに素なシュタイナー系 S(5, 8, 24) が 50 個以上、互いに素な 5-(24, 12, 48) デ
ザインが 35 個以上存在することを示した。

1 記号と定義
この節では記号、用語の定義を行う。

Definition 1 X : v-set, k ∈ Z とする。このとき(
X

k

)
:= { Y ⊂ X | |Y | = k },

(
v

k

)
:=

∣∣∣∣(Xk
)∣∣∣∣

と定義する。

Definition 2 t, v, k, λ ∈ Z, 0 < t ≤ k ≤ v
X : v point set, B ⊂

(
X
k

)
: block set とする。

• D = (X,B) : t-(v, k, λ) design

def⇐⇒ |{B ∈ B|T ⊂ B}| = λ for ∀T ∈
(
X
t

)
• D = (X,B) : Steiner system S(t, k, v)

def⇐⇒ D = (X,B) : t-(v, k, 1) design
1
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Example 3 X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, B = {{1, 2, 3}, {1, 4, 5}, {1, 6, 7}, {2, 4, 7}, {2, 5, 6},
{3, 4, 6}, {3, 5, 7}} ⊂

(
X
3

)
とする。

∀T ∈
(
X
2

)
= {{i, j} | 1 ≤ i < j ≤ 7} に対して

|{B ∈ B | T ⊂ B}| = 1

となる。ゆえにD = (X,B) は 2-(7, 3, 1) デザインである。(D = (X,B) は Steiner
system S(2, 3, 7) である。)

Definition 4 D1 = (X,B1), . . . , Dn = (X,Bn) : t-(v, k, λ) designs とする。
D1, . . . , Dn : mutually disjoint designs
def⇐⇒ Bi ∩ Bj = ϕ (i ̸= j)

Remark 5 D1, . . . , Dn : mutually disjoint t-(v, k, λ) designs
=⇒ (X,∪n

i=1Bi) : t-(v, k, nλ) design

Definition 6 D = (X,B) : t-(v, k, λ) design,
SX : symmetric group on X とする。
σ ∈ SX に対し、 Bσ := {Bσ|B ∈ B} と定義する。

2 5-designs

1 節で定義を行ったデザインは t, v, k, λ の 4 つのパラメータで定義される組合せ
対象である。そこで、次の問題が考えられる。

研究問題 与えられた t, v, k, λ に対して、t-(v, k, λ) デザインが存在するのか？

次の定理により、t, v, k を与えた時に λ の範囲、λ がある数の倍数になることが
わかる。

Theorem 7 D = (X,B): t-(v, k, λ) design =⇒ |B| = λ
(vt)
(kt)

例　本報告で扱ったパラメータに関しては次のようになる。

• D : S(5, 8, 24) =⇒ |B| = 759

• D : 5-(24, 12, 48) design =⇒ |B| = 2576

• Z ∋ |B| ≤
(
v
k

)
より

– D : 5-(24, 8, λ) design =⇒ λ = 1, 2, . . . , 969

– D : 5-(24, 12, λ) design =⇒ λ = 6m, m = 1, . . . , 4199

5-(24, 8, λ) design の存在については解決している。

• λ ≤ 9 by Kramer and Magliveras [5].

• λ ≥ 16 by Betten, Haberberger, Laue and Wassermann.

• λ ≤ 15 by Araya [1].

2
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特に、Araya によりコンピュータを用いた計算で互いに素な S(5, 8, 24) が 15 個以上
存在することが示されている。

5-(24, 12, 6m) design の存在については未解決である。[4]

• m = 1, 2 のとき非存在

• 存在が知られている最小の m = 8, i.e., λ = 48

Jimbo-Shiromoto[3] では互いに素な S(5, 8, 24) が 22 個以上存在することを、コ
ンピュータを使わずに S(5, 8, 24) から生成される Golay 符号の共通集合を計算する
ことにより示している。

H =


1

I12 A .
1

1 . . . 1 0

, A : circulant matrix に対し、

C := {x ∈ F24
2 |Hx = 0}: Golay [24, 12, 8] code とする。

B := {supp(x)|x ∈ C,wt(x) = 8} とすると、
(X,B) : S(5, 8, 24) である。

Theorem 8 σ = (13, 14, . . . , 23), τ = (1, 13)(2, 14) . . . (11, 23) ∈ SX , G = {σiτ j |i =
0, . . . , 10, j = 0, 1} =⇒ {(X,Bg)|g ∈ G} : 22 mutually disjoint S(5, 8, 24)

3 研究目的と方法
D = (X,B) を S(5, 8, 24)または 5-(24, 12, 48)デザインとする。コンピュータに

よる計算で Bσi ∩ Bσj = ϕ を満たす置換 σ1, . . . , σn ∈ SX を探すことにより互いに素
なデザインを構成することを目的とする。

S(5, 8, 24) について知られている結果についてまとめておく。次に書いたように、
同型を除いて一意的であり、自己同型群も計算されている。

• D = (X,B), D′ = (X,B′): S(5, 8, 24)
=⇒ ∃σ ∈ SX s.t. Bσ = B′

• D = (X,B) : S(5, 8, 24) Aut(D) := {σ ∈ SX |Bσ = B}
=⇒ Aut(D) = M24 : the Mathieu group, |M24| = 244823040

• M24σ = M24τ とすると Bσ = Bτ より、σ1, . . . , σn ∈ SX (Bσi ∩ Bσj = ϕ) を
S24/M24 の代表元から探す。
|S24/M24| = 2534272925184000

次のようなアルゴリズムにより計算を行った。Step 0 では Jimbo-Shiromoto で
求められた 22 個の互いに素な S(5, 8, 24) を初期値としている。Step 1 では完全代表
系を求めることが困難であるので、その部分集合でである V を求めている。Step 2
で得られた maximum clique を成す置換が互いに素な S(5, 8, 24) を与える。

Step 0 (cf. Jimbo and Shiromoto[3])

• D0 = (X,B) : S(5, 8, 24)
• B1 = ∪g∈GBg, D1 = (X,B1) : 5-(24, 8, 22) design

3

AC2009 10



Step 1 (cf. Dixon and Majeed[2])

• Find V ⊂ {σ ∈ SX |Bσ ∩ B1 = ϕ,M24σ ̸= M24g(g ∈ G)}.
Step 2

• Define a graph Γ with a vertex set V
and a edge set E = {{σ, τ}|Bσ ∩ Bτ = ϕ}.

• Find a maximum clique in Γ.

Step1 で剰余類の代表元を求める計算を Dixon-Majeed [2] の方法により行ってい
る。その計算結果を簡単にまとめておく。

∆,∆′ ⊂ X, ∆ ∩∆′ = ϕ に対し、次のような置換の集合を考える。
Select(∆,∆′) := {id} ∪ (∪k

i=1{(γ1, δ1)(γ2, δ2) · · · (γi, δi) | γ1 < · · · < γi ∈ ∆, δ1 <
· · · < δi ∈ ∆′})

(k = min{|∆|, |∆′|}, id: identity permutation)

このとき
∆1 = {6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 21, 23, 24}
∆2 = {8, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 17, 18, 20, 23, 24}
U6 = Select(∆1, {10, 19, 22})
U7 = Select({7, 13, 21},∆2)
H(7) = S{13,21} × S∆2 × S{10,19,22}

に対し H(7)U7U6 が剰余類の完全代表系を与える。

4 結果
コンピュータによる計算により次の結果が得られた。正確なデータはM. Araya and

M. Harada, Mutually disjoint Steiner systems S(5, 8, 24) and 5-(24, 12, 48) designs,
The Electronic Journal of Combinatorics, 17(1), 2010. を参照してください。

Theorem 9 There are at least 50 mutually disjoint S(5, 8, 24).
There are at least 35 mutually disjoint 5-(24, 12, 48) designs.

特にm = 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 112, 120, 128, 136, 144, 152, 160, 168, 200, 208,
216, 224, 232, 240, 248, 256,に対して、5-(24, 12, 6m)デザインがはじめて構成できた。

5 今後の課題
互いに素な 969個の S(5, 8, 24)が存在するかどうかが今後の課題である。また、計

算量を減らすために次のように小さなデザイン D′ で互いに素な 969 個の S(2, 5, 21)
が存在するかどうかも今後の課題である。

Theorem 10 D = (X,B) : S(5, 8, 24)
X ′ := X − {22, 23, 24}
B′ := {B − {22, 23, 24}|22, 23, 24 ∈ B ∈ B}
=⇒ D′ = (X ′,B′) : S(2, 5, 21)

4
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���$�� ���� �� ������� ��� ������� ���� ��� ����� ���� �� �� ��� �������� ���� ��� ���� ��� ���&��$�

��� �� ��� ������� �� ��� ������� � �� ��� +�� �$���� ����� ���� �� ����$���� ���� ��  ���� �������

�� (��� :$�������� ;��)� +�� ��.������ �� �$� ������� ��A���� ��� �$���� �� ��� �$���������&� ��������&��

p pp p

pp

&p p

p pp p

pp &

p p

p p pp

p

&pp

p

?��$�� �	 #� �*������� �*����

��������� ,����&�� ������$���� ��� �������8 �8�� �� �������� �� ���� ��������� ���$��� �� ������@$��

�� ����� ������� �� ��������� �� ��� ��$�� �� ,

 ����� ����� -� �����$��� �$� ������� �� �������

������ �� ��� ��������� @$������	 ��&��  ��������� ��$� ����� ���� (��� �*����� ��� �� ��� �$���� ��

-7����8�)� ��� ��� ����� ���� �� �� �&� �$�� ��� ���� ������ ��� ���������2 #� �� � �� 8���� �� ���

������$��� ����� �� ����  ��� ����$������ ��$� �$��  ��$����� ������� �� ����� �������

:� ��� ���� �� ��� ��$�� �� ,

 ����� ���� �&� ���$��� �� ����&��$� ����� ���� (����� ��@$������'����

������� !���� ") �� ��� ����������� ������� ������.��� ����� ���� (����� �$������������ �� ���*������)�
/� ��� ����� ���� �$� ������ ���$��� ��  ����������� ������� ������� �$� ��������� ����� ����� -�

�����$��� �$� ������ �� ��������� �� ����� ���� ����� �� �� $���� �� �� $��������� �� ���&������� ����

�������

+�� ��� �������� ����&����� �� ���� ���� �� +������ ;� ����� ��� ��� �� �$� �������8 ��� ������

��������� �� �������� �$� ��� ���������������� ���� /$� ����� �� ��� ������� �� ����������� �� ��� ����� ��� 

��������������� �������� �� ���&�� ��  �������������� ��$�����

��� ���	
�	�� �� ��� ����� :������ > ������$��� ���� ���������� �� ,

 ����� ����� ,

 ����� ����

�� ��.��� �� ��@$������'���� ������� �� ���� �� ���������� ,����&��� ��� ������ �� �������� �����

�� ������ �� ����� �� ���&� ��� ��� ��������� �� ������$���� :������ ; ������$��� ��� ������ �� B:�

������� (������� �� ����� ���$��$���) �� �������� �� ����� -� �� ����� ��� ���� �� ������ ������ +���

����� ���� ���������� ����� B:�������� �� ��� ��� �������� �� ������ ,��� �� ������ �� ��� ������ ��

������� �� ��&�� �� !,��0"� #� �*���� �� ��� ��&�� (C*���� �)� ?������ �$�$�� ������� ����������

��$� B:�������� �� ��������� ���$��� �� ���� �� ������

� �� ��� ������

��� ��� ��	
� ����� �� ��� ���� ���	

-� ���� �������� �� ������� �$���������&� ����� ����� 1� ��� ��� ����� �� �
��� �	�� (�� ������� �
���

�	��)� ?���� �� ��.�� ,

 ����$��� -� ���� ����� �� ���� �������� ,

 ����$�� ���� ��� ���� ���

������������ &����� � ���$�� ��� ����������� ���� ��� ��&� �� �������� ����������� ����� �$� ��� ���$����

>
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9� ��� ��� ����� �� �������� -7����8� �� ���� ���� ������ �����$������ ,����&�� �� �� ��� �������� %$��

���8� �� %$������������ ���$�� �$� ��� ���$��� �� ��� ������� �����

��������� � ���������� � ���	
�� �� � �
 ��� ��	 �������	 ���	
�� �� � ��� ��	 �	�����	 ���	
�� �� ���

��������� � ���� ����	���� �� ��
����� ��
 ������ ��
������ � �� ��� �� ��	 �����������

� � �� � ���	
���

� � �� ������ ��	
	 �� ��� �� �
	 �� ��
������ ��	� � �� ����	� � ��
�����

� � �� ������ ��	
	 �� ��� �� �
	 �� ��
������ ��	� � �� ����	� � ��
�����

1� ������ ��� ��� �� �� ��� ,

 ����$�� �� ,

?���

��������� � ��� ������ �� ��� ����	���� �	� � !	 �� �� ��
����� ��	 �	������ �� �� � �� �	"�	�

�� ������� ����
���� �� ��	 ��
� �� ��

� �� � �� �� ��	� �� ���� ���

� �� � �� ��� ��	� �� ���� ��

� �� � �� ������ ��	� �� ���� ��
� ���

� �

� �� � �� ������ ��	� �� ���� ��
� ���

� �

:�� �� �� ��$��� � ,

 ����$��

��������� ! �"�#�$�# ��� ����	���� �� ���	#	� �� ��
���� �� � ���
 ��� ��� ��	
	 � �� �� �� ��
 

���� ��� � �� � ����
�� ���!	
�

?��$�� > ����� ��� ���8� �� $�� �� ���� ����� 1� ��� ��� ���8 �� ?��$�� > �� �� ���$ (�� ������

���$)� -� ?��$�� >�

�� -� -7����8� ��� �� �� ���� %� �� ����� �����$����� �� ��� ���8�

>� -� �����8 (����� �����8) ��� �� �� ����� ��� ���� �������� �&� %� ��� ����� ������� �� ���&�$� (�����
���&�$�) ��� �����$���� �� ��� ���8�

,����&�� �� ��� ���8� �*���� -7����8� �������������	 ���$��

ID−link
−link

A< >i, B j< >,

BA k< >,

&

−link

BA

& k< >,

A< >i, B j< >,
< >, i < >, jpp

?��$�� >	 ,

 ���8�

��������� % ���� ���� ���	
�	���� �	� � !	 � "���	 �	� �� �� ��
���� ����

	��	�� ��	�� � "���	 �	�

�� ���	#	� �� ��
����� ��� � !	 � "���	 �	� �� �� ���$ ����

	��	� ���� ���� ��
 	��� � � �� ��	

����������� ��� ��	 �
	���	� �� � !	���� �� �� ��	 ���
 �� ����� �� �� �� �
��� ��
����
	 ��
 ������� �

�
��� ��
����
	� �� � �����"	� ��	 ��������� �����������

'� ��
 ��� ���� �� ��� �� �
�� %� �� �� �� � � %� ��	� �� � � �

� ���	�� �� �� 	��� 	�	�	�� ��� � ����	
	�� ���	#

���!	
��

(� ��
 	��� ��
���� ����

	��	 � � � ��� ��
 	��� ���$ ����

	��	 � � �� �� � �� � �
	���	 �� � ��	� �

�� ���)�	� ��	�� � �� ��� � �
	���	 �� ��� ���	
 ���$ �� � ��

*� ��
 	��� ��
���� ����

	��	 � � �� ��	
	 �� � ���)�	 ���$ ����

	��	 ��� ���� ���� � �� � ����������

�� ��

;

AC2009 15



+	��
$� -� ��� ���������� ���� �� ����$�� ����� ���$��$��� �� ����� ����� �� ��� ����� ��

���&�������� ������ ������� ��� ����� ���$�� �$�� ���������� �� �$���A$�$� �� ��� ����� ,����&���

���� �� ���  ����� ���$��$�� ��  ����� ���� �� ��� ������ �$�� � ����*� ���$�� �����&� ����������

�� �$�� ������� ���� � ����*�

1� �� ��� �� � � ������  ����$� ���$������ � � � ��  �����$���� �� � �� ��� �� � � �� � �� ��� 

������� �� ��

-� �� �����8���� ���  ����� ���$��$�� ���� ��� ���������� ���������� ��  ��@$��� ���$�$� ������ ?��

�*����� ��� ,

 ����� ���$��$��� �� ?��$�� ; �� ��� ��� ������������� ��@$��� ���$�$� ������� +��

��������� ��@$������'������ ��  D$������� �� ��� ���������������

p

p

p pp

p

p

&p p

p

?��$�� ;	 +�� �*����� �� ,

 ����� ���$��$���

��������� & ���'	�������(�)����*� � �� �
��� ��
����
	 � � ����� �� �	)�	������,�!�	 �� ��� �� ��	 ��� 

������ ���������� ������

'� � � ��� ��� � �� �� -. ���$�

(� ��	
	 �� �� ���$ � � � ���� ���� ��	 ���������� ��& �� � �� � ���������� �� � ��� ��	���&���	
���� �� �	)�	������,�!�	�

*� ��	
	 �� � � ���$ � � � ��� ��	
	 �
	 ��� ��!�	�� �� ��� �� �� � ��� ��� ��!�	�� �� ��� �� ��

� ���� ���� ��� ��	 ���������� ��& �� � �� � ���������� �� �� �!� � � �� 
 �� 
���&�� ��� � �
�� 
�� 
���� ��� ��� ��� ��� � �
	��	����	�� ��� ��� �� �� �� �� �
��� ��
����
	 ��� �	)�	������,�!�	�

��	
	 
 �	���	� ��	 ���%���� ����� ��	
���
�

��������� + ���� ���� ����� �� �� �
��� ��
����
	 � �� �� �� �
��� �	� �� � �� �	)�	������,�!�	�

E�*� �� ��&�  �������������� ��������'���� �� ,

 ����� ����� ��������� !����F"� +�� ��������'����

�� .����� ���&�� �� !���� " �� ���� � �����&����� �� ��&�� �� !7G��"� -� ����� �� ��������'� ,



����� ���� ���� ,

 ����� ���$��$���� �� ������$�� .���� +	���	
 �
���� ���
 ���
�� .+ �
������ 
��

� �� � ,

 ����� ���$��$��� 1� ��$�� ��� �� �� ��&��  �$������ / ���� ��� ��� �� ��� ���$������� ��

�����8� �� � �� �0���� :$��  �$������ �� �����  .+ ��������� ��� �� +��� ��� 7����G������ ���� ��

��� � �� / ��  $��������� ���� �$�� ���

�� ��� ����� �� �� ��� ����$� ���$������� �� �� ��

>� ��� ����� �� �������� �� ��� �$��� �� ?��$�� H�

-� ��� ��������� �� ��� $�� ��� �������&� ������� /��� ��� ��� 7����G������ �������

+�� ��������� ������� �� ������ 7���� �� G������ !���� � 7G��"� ����� �� ����� �	)�	������,�����

��	�
	�� �� ��� ���� �������� ������� �� ��� ������ �� ,

 ����� �����

������� � �� �� �
��� ��
����
	 � �� �� �� �
��� �	� ��� ��
 	��� ��������� �������� / ��
 �� ��	

.���� +	���	
 �
��� �� �� ������� ��� ����	��	��

��� ���
�	

-� ���� �$��������� �� ������$�� 	���
	� ��������� !���0F"� +�� ������ �� ������ �� �������� �$� ���

���$���� ?���� �� .*  ����� ���$��$�� �� ��� ��� �� ,����&�� �� ������$�� ��� �������� ���������� ��

�� ��8������� �� �

��������� , �-������� ��	 	���
	 �� � ��
���� � �� � �
��� �	� �� ����� ��	���	� !� 	����� �� �	"�	�

�� ��	 ��������� ����	
� �	� / !	 � .+ ��������� ��
 �� ��	� �� ����
	��	� ��#���� ����	��	� �
���

����
�

��
 ������ ��
�� �� �	"�	� �� ��������

H
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A
(1)

(2)

(3)

(4)

if occurs in then A

if A

BA

B occurs in then A

BA BA

Band
Sare two edges of

Sis an edge of

A B

BA

&

if occurs in and
A B

BA

&S( ) =0 then A

BA

&

Sis an edge of

A B

BA

&

if occurs in and then Sis an edge of

A B

BA

&S( ) =1 B

BA

&

A
A

?��$�� H	 +�� �$��� ��� ��� ��������� �� ��� ����� ��  7����G������ ���� ��

'� -� ��	
	 �� � ���$ � � 0 ���� ���� � �� � �
	���	 �� � ��� ��	
	 �� ��	 	��	 	 �
�� � �� ��	 ����������

�� � �� ��� ��	� ����
�

�� ��	 ��#���� ����	��	� �
��� ��������� � �!����	� �
�� �� !� �	�	���� 	�

(� ���	
���	� ����
� ����

��	� ��	 	���
	 � �� � ��	���	� !� 	����� �� �	"�	� �� ��������

	��������

�

� �� � �������	
��� �� �

������
��

?��� ��� ��.������ �� �� ��&��$� ��� � � 	����� #����$�� ��� ������ 	���� �� ��.��� �  ��� ��

����$� ���$�������� �� ����������� ��� ��� ��� ����� ���8� ����� �����$����� �� �������� �� �� ����$���

�� 	����� ��� ������ 	���� �� �� ���������� � ��� ��� �	�������� �����
9��� ���������� �� ������� �� ��&��� ��� �*����� �� !���� � 91�6� ,��0"� ,�� �� ���� �� $��� ��

���&� ��������� �� :������ ;�

� ���
�
�� �� ����� ����	�����

��� �� �������

?������ �� ��.�� ������� �� ���������$��$���� -�������� ��� ����� ���$��$��� �� �� �� ��� ������ �� ���

��� ����� ���� ��� �� �� ������� ���� �� �� �������� ��&��� �����8� (����� �����8�) �� �����8�
(����� �����8�)� 1� ��.�� �$�� ������� $���� ���� ������������ �� �������� ����� ��  �����������

������$� ��� +�� ����� ����� ���� ��� ��� ��������� ��.������� �� ���� �$�������� �� ��� �$���������

9$� ����� ��  �$���� ����� �� ��� ��.�������� +�� �� ��� ����� ��� �� ������ ��  ������$� ������ 1� ����

����$�� ���� ����� � ��� ��� �� ��� �$���������

��������� . ������ �	�
����� � �������� ������ 	 ,

?��� ��� ������� �� �	"�	� �� ��������

'� ��������� � � ��� ��������
�� � ���

(� ���������&� � ��& ��� ���������&� ���

��������� �/ ���)����# ����
��# 0������ �	� � ��� � !	 �	��� � ��!	��	� ��
	��	� �
��� ���� ��!	�� �

�
	��� � ��� � � �� � ����	 �1�0� �� 	 0 � � � �
	��� �1�0� �� 	1 � � � �� 	 0 � � �� ���������� ��	 ���������

�����������

'� 1 �� � �	��

(� 0 �� � �	� ���� ��� ��������� ��� 	 0 �1 ��� ��� 	 0 �1�

-� ��� ���������� �� �$����� � � ��� ������� �� � � ���1�"���
E�*� �� ��.��  ��������� ���� ����� ���$��$��� �� ������� �������� ����� �� ��� ����  �$������

� 	 ,

?��� � �  ��������

6
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��������� �� ���)����# ����
��# 0����� "�#	
�# )* ���� ���	
�	���� �	��� ����� !	 � �
��� ��
�� 

��
	 ��� � 	 ,

?��� � � � ��!	��	� ��
	��	� �
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概 要
線型符号の zeta 関数は 1999 年, Iwan Duusma により, 重み多項式の一種の母関

数として定義された. 自己双対線型符号の zeta 関数は, 代数曲線の合同 zeta 関数の
場合と同じ形の関数等式をもち, Riemann 予想の類似も定式化される. 実は, 符号の
重み多項式とは限らない, より広い範囲の不変式に対しても, zeta 関数は定義される.
本稿では, まず任意の線型符号の重み多項式を利用して不変式を構成する方法を述べ
る. そして, この考え方を用いて一般 Hamming 符号の重み多項式から不変式を構成
する. するとその zeta 関数はほとんどの場合, Riemann 予想を満たすことが証明さ
れる.

1 導 入
まず線型符号の zeta 関数について簡単に説明しよう. これは 1999 年, Iwan Duursma

によって定義された ([8]). C を有限体 Fq (q = pr, p: 素数, r ≥ 1) 上の [n, k, d]-線型符号
とし,

WC(x, y) = xn +
n∑

i=d

Aix
n−iyi　 (Ad �= 0)

をその重み多項式とする. このとき, 符号 C の zeta 関数は次のように定義される:

定 義 1.1 C に対して, 次数 n − d 以下のある多項式 P (T ) ∈ Q[T ] がただ 1 つ存在して,

P (T )

(1 − T )(1 − qT )
(y(1 − T ) + xT )n = · · · + WC(x, y) − xn

q − 1
T n−d + · · ·

が成立する. P (T ) を C の zeta 多項式, Z(T ) := P (T )/{(1 − T )(1 − qT )} を C の zeta

関数と呼ぶ.

多項式 P (T ) の存在と一意性は Duursma ([8]) で証明されたが, あまりわかりやすい形で
書かれていない. 初等的証明が筆者らの総合報告 [3, pp.92-93], [12, p.44], [4, pp.32-33] に
ある. また [6, Appendix A] も参照.

この定義にいう「符号の zeta 関数」に関して詳しいことは Duursma の論文 [9], [10]

あるいは [3], [12] などをご参照いただきたいが, 彼の一連の結果のうち筆者にとって特に
興味深いのは自己双対符号の zeta 多項式に対する関数等式

P (T ) = P
( 1

qT

)
qgT 2g (1.1)

1
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である (g = n/2+1−d). ここで, C が自己双対とは, Fq
n の通常の内積に関して, C⊥ = C

となる (直交補空間が自分自身と一致する)ことである. 関数等式は, あとで述べるように,

重み多項式 WC(x, y) が MacWilliams 変換で不変であることの帰結である. またこれは代
数曲線の zeta 多項式 (いわゆる合同 zeta 関数の分子) がもつ関数等式と全く同じ形であ
り, したがって「符号の Riemann 予想」を次のように定式化できる:

定 義 1.2 C を自己双対符号, その zeta 多項式を P (T ) とする. P (T ) の任意の根 α に対
して,

|α| =
1√
q

が成り立つとき, C は Riemann 予想を満たすという.

符号の Riemann 予想はすべての自己双対符号によって満たされるわけではなく, 実在の
自己双対符号で Riemann 予想を満たすもの, 満たさないもの, 両方の実例が存在する.

符号が Riemann 予想を満たすための必要十分条件を求めることはまだ未解決であるが,

Duursma は

問 題 1.3 「Extremal な自己双対符号は Riemann 予想を満たす」は正しいか.

という問題を提出している ([10]). ここで, extremal な自己双対符号とは, F2, F3 または
F4 上の自己双対符号で, Mallows-Sloane 限界式 ([11, §1.1])を等号で満たすものである.

これは結局, 与えられた符号長において, 最も大きな最小距離をもつ, ということである
から, extremal という性質は応用上からもよい性質である (最小距離が大きいほど訂正能
力は高い). このように, 符号の Riemann 予想は, 代数曲線の場合との単なる形式的類似
ではなく, よい符号の一種の特徴づけであると期待されているのである. Duursma は, い
わゆる Type IV 自己双対符号で符号長が 6 で割り切れる場合にこれを肯定的に解決して
いる ([11]). さらに最近, 符号長が 6n− 2 の形の場合が奥田 [15] により肯定的に解決され
た. なお, extremal 自己双対符号で実在するのは有限個であることはすでに古くから知ら
れているが (例えば [14, pp.624-628]), 重み多項式は無限系列として存在する. これらの
結果は重み多項式の無限列に対する結果であることにも注意を要する (以下に述べるよう
に, このことは本稿の内容にも関連する).

さて, 定義 1.1 を見てみると, P (T ) の存在と一意性の証明においては, WC(x, y) が実在
する符号の重み多項式であることよりも, それが x, y の斉次 n 次式であることがより本
質的であることがわかる. この事実はすでに MDS 符号 (最大距離分離符号) の zeta 関数
の考察において Duursma 自身によっても暗に用いられているが, 筆者はより積極的にこ
の点に注目し, 必ずしも符号と関連をもたない複素数係数の斉次多項式

W (x, y) = xn +
n∑

i=d

Aix
n−iyi (Ad �= 0) (1.2)

に対してその zeta 多項式 P (T ) を, 全く同様に定義できることを指摘した ([4, p.40]. ま
た [6, Appendix A] も参照).
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さらに, 実在する Fq 上の符号の場合, P (T ) の関数等式はどこから来るかというと,

WC(x, y) が MacWilliams 変換

σq =
1√
q

(
1 q − 1

1 −1

)
(1.3)

で不変であるという事実の帰結である. ここで, 1 次変換 σ =

(
a b

c d

)
の多項式 f(x, y)

への作用は fσ(x, y) = f(ax + by, cx + dy) とする. ところで, σq で不変な W (x, y) 全体
(不変式環)の構造は知られていて,

C[x, y]〈σq〉 := {W (x, y) ∈ C[x, y] ; W (x, y)σq = W (x, y)} = C[x + (
√

q − 1)y, y(x − y)]

である (MacWilliams-Sloane [14, p.605, Theorem 5]). そこで, P (T ) が関数等式 (1.1) を
満たすような W (x, y) を考えるには, C[x, y]〈σq〉 の元を考えればよい. こうして「不変式
の Riemann 予想」を考えることができる:

定 義 1.4 W (x, y) ∈ C[x, y]〈σq〉 は (1.2) の形の斉次多項式とし, W (x, y) の zeta 多項式
を P (T ) とする. P (T ) の任意の根 α に対して,

|α| =
1√
q

が成り立つとき, W (x, y) は Riemann 予想を満たすという.

注 意. (1) W (x, y) が σq 不変でなくても (したがって対応する P (T ) は関数等式を満たさ
ない) Riemann 予想を満たす, という例もあるにはある. F2 上の [7, 4, 3] Hamming 符号
の重み多項式がその一例である.

(2) 少し違った形の関数等式 P (T ) = −P ( 1
qT

)qgT 2g (マイナスがつく)を満たす不変式も
あり (もちろん C[x, y]〈σq〉 とは別の不変式環の元), やはり Riemann 予想を満たすものの
実例が見つかっている ([5]).

不変式環 C[x, y]〈σq〉 において,定義 1.4の意味で Riemann予想を満たす不変式を見つけ
ることは,非常に興味深い問題と思われる. しかし,闇雲に不変式を構成しても Riemann予
想を理論的に調べることはやりづらい. 何か系統的に不変式を構成する方法が必要である.

そのため本稿では, 実在の符号の重み多項式を利用することを考える. これは, WC(x, y)

と WC⊥(x, y) を適当に組み合わせるもので, この方法を利用すると任意の線型符号の重み
多項式から MacWilliams 不変な多項式 W̃C(x, y) を得ることができる (命題 2.1).

さらに本稿では C が一般 Hamming 符号 Ham(r, q) の場合を考える. これは Fq 上定義
される [n := (qr − 1)/(q − 1), n − r, 3] 符号である (r ≥ 2, 定義 3.1). すると, C から作っ
た不変式はほとんどの場合, Riemann 予想を満たすことが示される. 次が主結果である:

定 理 1.5 r ≥ 3, q ≥ 4 のとき, C = Ham(r, q) から作った不変式 W̃C(x, y) は Riemann

予想を満たす.
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注 意. (1) r = 2 の場合, Ham(2, q) は MDS 符号となり, この場合は本稿と別の方法で
Riemann 予想を証明することができる (下の注意参照). したがって, 証明できずに残って
いるのは r ≥ 3, q = 2, 3 の場合ということになる. ただ, 数値実験によると, これらの場
合にも Riemann 予想は成り立つのではないかと予想される.

(2)他に, C がMDS符号の場合, (自己双対でない) Golay符号の場合にも,不変式 W̃C(x, y)

は Riemann 予想を満たす ([6]).

なお, 本稿の内容は [6] の一部である.

2 任意の線型符号からの不変式の構成
p を素数, q = pr (r ≥ 1) とし, C を有限体 Fq 上の [n, k, d] 符号とする. また

WC(x, y) = xn +
n∑

i=d

Aix
n−iyi　 (Ad �= 0)

をその重み多項式とする. この WC(x, y) から MacWilliams 不変な多項式 W̃C(x, y) を構
成し, その zeta 多項式 P̃C(T ) を明示するのが本節の目標である. 重み多項式 WC(x, y) と
その双対符号の重み多項式 WC⊥(x, y) を組み合わせて

W̃C(x, y) :=
1

1 + qk−n/2
{WC(x, y) + qk−n/2WC⊥(x, y)} (2.1)

とする. このとき, 次が成り立つ:

命 題 2.1 多項式 W̃C(x, y) は MacWilliams 変換で不変である. つまり W̃C(x, y) ∈
C[x, y]Gq .

証 明. これは MacWilliams の等式

W
σq

C (x, y) = qk−n/2WC⊥(x, y) または W
σq

C⊥(x, y) = qn/2−kWC(x, y)

(see [14, p.146, Theorem 13]) から容易に得られる.

つまり, WC(x, y) と WC⊥(x, y) が, 言わば互いに移り合うことで, 全体として不変に保た
れるように係数を調整したものが W̃C(x, y) である. W̃C(x, y) の zeta 多項式 P̃C(T ) は,

もとの符号 C の zeta 多項式 PC(T ) によって, 次のように表される:

定 理 2.2 WC(x, y) の zeta 多項式を PC(T ) とすると, W̃C(x, y) の zeta 多項式 P̃C(T ) は

P̃C(T ) =
Tmax(0,d−d⊥)

1 + qk−n/2

{
PC(T ) + qn/2+1−dPC

(
1

qT

)
T n+2−2d

}
(2.2)

で与えられる (d⊥ は C⊥ の最小距離). さらに g̃ := n/2 − 1 − min(d, d⊥) とおくと,

deg P̃C = 2g̃ であり, 関数等式

P̃C(T ) = P̃C

(
1

qT

)
qg̃T 2g̃ (2.3)

が成立する.
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証 明. 定義から

PC(T )

(1 − T )(1 − qT )
(y(1 − T ) + xT )n = · · · + WC(x, y) − xn

q − 1
T n−d + · · · . (2.4)

また, C⊥ の zeta 多項式を PC⊥(T ) とすると,

PC⊥(T )

(1 − T )(1 − qT )
(y(1 − T ) + xT )n = · · · + WC⊥(x, y) − xn

q − 1
T n−d⊥ + · · · . (2.5)

いま, d ≤ d⊥ の場合を考える. (2.5) 式を qk−n/2T d⊥−d 倍したものと (2.4) 式を加え, その
結果を 1 + qk−n/2 で割ったものは

{PC(T ) + qk−n/2PC⊥(T )T d⊥−d}/(1 + qk−n/2)

(1 − T )(1 − qT )
(y(1 − T ) + xT )n

= · · · + W̃C(x, y) − xn

q − 1
T n−d + · · ·

である. したがって, zeta 多項式の存在と一意性により, W̃C(x, y) の zeta 多項式は

P̃C(T ) =
1

1 + qk−n/2

{
PC(T ) + qk−n/2PC⊥(T )T d⊥−d

}
(2.6)

でなければならない. ここで, Duursma の理論によると

PC⊥(T ) = PC

(
1

qT

)
qgT g+g⊥

(ただし g = n + 1 − k − d, g⊥ = k + 1 − d⊥, [9, p.59]) であるから, これを代入して (2.2)

式を得る. d ≥ d⊥ の場合も同様である. また, P̃C の次数, 関数等式は Duursma の場合と
同様にして得られる.

注 意. もし C⊥ = C が成り立つならば P̃C(T ) = PC(T ) となり, Duursma の定義と一致
する. したがって, P̃C(T ) は自己双対でない符号の場合も zeta 多項式が関数等式をもつ
ように PC(T ) の定義を拡張したものになっている.

3 一般 Hamming 符号
まず [16, p.22] にしたがって一般 Hamming 符号 Ham(r, q) を定義すると次のように

なる:

定 義 3.1 r ≥ 2 とする. 行列 H を, Fq
r の, 定数倍 (�= 0)で移り合わない n := (qr −

1)/(q − 1) 個の非零列ベクトルを並べて得られる r × n 行列とする. これをパリティ検査
行列にもつ線型符号

Ham(r, q) := {x ∈ Fq
n | HxT = 0}

を一般 Hamming 符号という.
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例えば r = 3, q = 2 ならば,

H =

⎡
⎢⎣ 0 1 1 1 1 0 0

1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

⎤
⎥⎦

とすればよく, これはよく知られている [7, 4, 3] Hamming 符号を与える. q ≥ 3 のと
きは, 例えば [2, 2, 2]T というベクトルは [2, 2, 2]T = 2[1, 1, 1]T と, 他のベクトルの定数
倍 (�= 0) で表されるため, これらの一方だけを並べて他は並べない. そのため符号長が
n = (qr − 1)/(q − 1) という形となる. また, r = 2 ならば MDS 符号となるため, r ≥ 3 の
場合が本質的である. そこで, 以下 r ≥ 3 とする.

われわれに必要なのは重み多項式であるが, Ham(r, q) よりも双対 Ham(r, q)⊥ の方が簡
単で扱いやすい:

命 題 3.2 Ham(r, q)⊥ の重み多項式は

WHam(r,q)⊥(x, y) = xn + (q − 1)nx
n−1

q y
(q−1)n+1

q (3.1)

= xn + (qr − 1)xn−qr−1

yqr−1

で与えられる.

証 明. Brouwer [2, p.316].

こうした事情から, C = Ham(r, q)⊥ (Ham(r, q) ではなく) として, 前節の結果を利用する.

まず PC(T ) を求めておく必要があるが, それには「正規化重み多項式」を用いる:

定 義 3.3 重み多項式 WC(x, y) に対し, 正規化重み多項式 aC(t) を

aC(t) =
1

q − 1

n∑
i=d

{
Ai

/ (
n

i

)}
ti−d

により定義する.

次の定理が aC(t) と PC(T ) を関連付ける:

定 理 3.4 (Duursma) aC(t) と PC(T ) の間には次の関係がある:

P (T )

(1 − T )(1 − qT )
(1 − T )d+1 ≡ aC

(
T

1 − T

)
(mod T n−d+1).

証 明. [9, Theorem 2].

つまり, aC(T/(1 − T ))(1 − T )(1 − qT )/(1 − T )d+1 をべき級数展開して, その T n−d まで
の項を取れば, それで PC(T ) が求まるわけだ. われわれの場合は次が成り立つ:

6
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補 題 3.5 C = Ham(r, q)⊥ の正規化重み多項式を ar,q(t) とすると

ar,q(t) = n
/ (

n

qr−1

)
.

つまり ar,q(t) は定数となってしまう. 定数ほど簡単な多項式はなかろう, というわけだ.

証明は (3.1)式から明らかである. これを用いると, まず C = Ham(r, q)⊥ に対する PC(T )

が求まる:

命 題 3.6 r ≥ 3, q ≥ 2 に対して, PC(T ) = PHam(r,q)⊥(T ) は

PC(T ) = Nr,q

[
1 +

n−d−1∑
j=1

{(
j + d − 1

d − 1

)
− q

(
j + d − 2

d − 1

)}
T j

]
(3.2)

で与えられる. ただし Nr,q = n/
(

n
qr−1

)
.

証 明. 上で述べたことから

PC(T ) ≡ Nr,q
1 − qT

(1 − T )d
(mod T n−d+1) (3.3)

となる. あとは deg PC = n + 2 − d − 3 = n − d − 1 に注意して, べき級数展開

1 − qT

(1 − T )d
= 1 +

∞∑
j=1

{(
j + d − 1

d − 1

)
− q

(
j + d − 2

d − 1

)}
T j. (3.4)

を用いればよい.

これで, Ham(r, q) の重み多項式から命題 2.1 の方法で作った不変式 W̃Ham(r,q)(x, y) の
zeta 多項式 P̃r,q(T ) := P̃Ham(r,q)(T ) を求める準備が整った:

定 理 3.7 r ≥ 3, q ≥ 2 とし, P̃r,q(T ) := P̃Ham(r,q)(T ) とすれば,

P̃r,q(T ) =
Nr,q

1 + qr−n/2
(F1(T ) − qF2(T )),

ただし

F1(T ) =
n−d−1∑

i=0

(
n − i − 2

d − 1

)
qi+2−n/2T i +

n−4∑
i=d−3

(
i + 2

d − 1

)
T i,

F2(T ) =
n−d−2∑

i=0

(
n − i − 3

d − 1

)
qi+2−n/2T i +

n−4∑
i=d−2

(
i + 1

d − 1

)
T i.

これが本節の目標となる定理である. 証明は単純な式変形であるが, かなり複雑なので省
略する (詳しくは [6, Theorem 17] を参照).

主結果である P̃r,q(T ) の Riemann 予想とは, P̃r,q(T ) の根がすべて |T | = 1/
√

q という
円周上にある, という主張である. それは T �→ T/

√
q という一種の「正規化」を施して

「P̃r,q(T/
√

q) の根がすべて単位円周上にある」と言い換えても同じである. 以下, これを
示すことを目標とする. 証明には関数論を用いる. 節をあらためて見ていこう.
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4 P̃r,q(T ) の Riemann 予想
実数係数の多項式 f(T ) =

∑n
i=0 aiT

i が任意の i (0 ≤ i ≤ n)に対して ai = an−i を満た
すとき, f(T ) を自己相反多項式 (self-reciprocal polynomial)という. つまり, 係数を前か
ら読んでも逆から読んでも同じになっているような多項式である. われわれの場合, 正規
化した P̃r,q(T/

√
q) が実は自己相反となる.

ここでの目標は次の定理である:

定 理 4.1 多項式 f(T ) = a0 + a1T + · · · + akT
k + akT

m−k + ak−1T
m−k+1 + · · · + a0T

m

(m > 2k) が a0 > a1 > · · · > ak > 0 を満たすなら, f(T ) の根はすべて単位円周上にある.

これは, 次の古典的結果の自己相反多項式への拡張とも言えるもので, 主張を見比べてみ
るとなかなかおもしろい:

定 理 4.2 (Eneström - 掛谷) 多項式 f(T ) = a0 + a1T + · · · + akT
k が a0 > a1 > · · · >

ak > 0 を満たすなら, f(T ) の根はすべて単位円周の外側 (|T | > 1)にある.

証 明. 楠 [13, p.14, 練習問題 5].

本稿の主結果である P̃r,q(T ) の Riemann 予想は, 正規化した P̃r,q(T/
√

q) が定理 4.1 の
仮定を満たすことを証明することによって得られる. 定理 4.1 は古典的な関数論の結果を
利用することによって証明される (この定理については [7] も参照). 以下, 証明の概略を
見よう.

多項式

f(T ) = a0 + a1T + · · · + akT
k + akT

m−k + ak−1T
m−k+1 + · · · + a0T

m (m > 2k) (4.1)

が a0 > a1 > · · · > ak > 0 を満たしているとする. f(T ) を 2 つの多項式

P (T ) := a0 + a1T + · · · + akT
k,

Q(T ) := akT
m−k + ak−1T

m−k+1 + · · · + a0T
m, (4.2)

の和で f(T ) = P (T ) + Q(T ) と表す. このとき仮定 a0 > a1 > · · · > ak > 0 から, 定理 4.2

により P (T ) は |T | ≤ 1 に根を持たないことがわかる. この P (T ), Q(T ) に対して, 次が
成り立つ:

定 理 4.3 単位円の内部 |T | < 1 において |P (T )| > |Q(T )|.

これが言えれば, |T | < 1 において f(T ) = P (T ) + Q(T ) �= 0 がわかる. 実際, もし
f(T ) = 0 となるなら, P (T ) = −Q(T ), したがって |P (T )| = |Q(T )| (∃T , |T | < 1)となり,

定理 4.3 に矛盾する. ところで, f(T ) が自己相反という仮定から

Tmf

(
1

T

)
= f(T )
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が成り立つ. この式は, 単位円の内部にある f(T ) の根と単位円の外部にある f(T ) の根
が 1 対 1 に対応することを示しており (α が根ならば 1/α も根), このことと f(T ) �= 0

(|T | < 1)を合わせると, f(T )は単位円の内部にも外部にも根を持たないこと, つまりすべ
ての根が単位円周上にあることがわかり, 定理 4.1 が示せることとなる. そこで, 定理 4.3

を証明すればよい. まず簡単な計算により, (4.2) 式の P (T ), Q(T ) に対し, |T | = 1 上で

|P (T )| = |Q(T )|. (4.3)

であることが示せる. さらに, 次のよく知られた結果を準備する:

定 理 4.4 (最大値の原理) 関数 g(T ) は有界領域 D ⊂ C で正則かつ非定数, D (D の閉
包)で連続とする. すると |g(T )|はその最大値 M を D−D 上でとり, しかも D において

|g(T )| < M.

証 明. Ahlfors [1, p.134].

さて, 定理 4.4 を関数 g(T ) := Q(T )/P (T ), 領域 D := {T ∈ C ; |T | < 1} に対して適用
する. 明らかに g(T ) は有理型かつ非定数. しかも定理 4.2 より g(T ) は D 上で極を持た
ない. さらに (4.3) 式より, D の境界上で |g(T )| = 1. したがって定理 4.4 により D の内
部で |g(T )| < 1 となることがわかり定理 4.3 が得られる.

主結果である定理 1.5 は, r ≥ 3, q ≥ 4 のときに P̃r,q(T/
√

q) が定理 4.1 の仮定を満たす
ことを証明して得られる. その計算は全く初等的であり, ここでは省略する (詳しくは [6,

§6] を参照). 前にも述べたが, q = 2, 3 の場合に定理 1.5 が証明できないのは, P̃r,q(T/
√

q)

が定理 4.1 の仮定を満たさないからである. しかし, 数値実験してみると, これらの場合
にも P̃r,q(T/

√
q) の根は単位円周上にあるようである.

論文 [6] では, C が MDS 符号のとき, そして Golay 符号 (自己双対でないもの, 2 つ
ある)のときにも, 上の方法で作った不変式が Riemann 予想を満たすことを示した ([6,

§3, §7]). ところで, ある種の MDS 符号, 一般 Hamming 符号, Golay 符号は「完全符号」
(Pless [16, p.21])という効率的な一群の符号を形成し, 応用上も重要なものである. 実在の
符号 C から (2.1) によって得られる不変式, およびその Riemann 予想が応用上意味を持
つのかどうか, まだわからない. しかし完全符号から得られる不変式がそろって Riemann

予想を満たす (一部は予想だが), という現象にはちょっと興味を惹かれる. さらに完全符
号以外の MDS 符号も存在するときには非常によい符号となる. 定義 1.4 の Riemann 予
想が符号の何らかのよい性質を反映している可能性もなくはない気がする.

Submitted on February 28, 2010.
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山形大学理学部／ＪＳＴさきがけ
原田 昌晃

� 準備

代数的符号理論において� 理論面だけでなく応用面においても注目されてい
るクラスの一つに �������	� 
��� があり ��	�� �������� ���	� 
��� �� 元体
上の 
��� を ��	�� とよぶ� などの良く知られた 
��� がこのクラスに属す
る� 古くから有限体上の �������	� 
��� の研究が行なわれているが� その中
でも ��	�� �������	� 
��� の特別な場合である ���� �� 
��� が特に活発に
研究されて来た� ���� 年代から有限環上の符号理論の研究もさかんに行なわ
れていて� 例えば ��	�� ���� �� 
��� の一般化として ���� �� ����
��� が
考えられている ��� を参照�� 講演では � � ! の ���� �� ����
��� に対して
"�"�" #�
���	� $�%&� に関する上限を与えて �����"	� を定義し� これ
らの 
��� の存在について紹介をした� なお� この結果は三枝崎剛氏との共同
研究 �' に基づく�

位数 �� の整数の剰余環を��� ( ����� �( ��� �� �� � � � � �� � ��� と表す�
長さ � の ����
��� � とは �

�

��
( ����� ��� � � � � ��� � �� � ���� の ����部分

加群のことである� � ( ���� ��� � � � � ��� � ��

��
に対しての #�
���	� $�%&�

$����� を
�

�

���
"����

�
� ��� � ���

�� と定義する� � の "�"�" #�
���	�
$�%&� ����� は � でない最小の #�
���	� $�%&� のことである� � の ��	�

��� �� を �� � �

�

��
� � � 	 ( � ��	 � ��� と定義する� ここで内積 � は標

準的なものを考える� � ( �� のとき � は �������	� とよばれる� �������	�
����
��� � で $����� 	 � �"�� )�� ��� � �� であるとき ���� �� 
��� と
呼ばれる �� � � ( � の場合は古くから知られている ��	�� ���� �� 
��� の
定義と一致する� 一般の � に対しても � ( � の場合と同じような結果が多く
成り立つことが知られており �� � 例えば ���� �� 
��� が存在するのは長さ
� 	 � �"�� *� であることが分かっている�

��	�� ���� �� 
��� の "�"�" �#�
���	�� $�%&� については次が知
られている�

�
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定理 � �+	���$�,-��	�� �) �� � を長さ � の ��	�� ���� �� 
��� とすると

����� � )
�� �

�)

�
. �

�
�

等号が成立する場合を �����"	� とよぶ� 以下の長さ

� ( *� �!� �)� '�� )�� )*� �!� !)� *�� **� ��)� ���� �'!�

で ��	�� �����"	� ���� �� 
��� の存在が知られている/ 存在性の分かって
いない最小の長さは 0� で� 既に ��0' 年には -��	�� �! によって問題として
提案されていて� 有名な未解決問題の一つとなっている�

� 結果

長さ � の ���� �� ����
��� の "�"�" #�
���	� $�%&� ����� に対して
次が成り立つことが分かった�

定理 �� � � ! と仮定する� � を長さ � の ���� �� ����
��� とすると

����� � )�
�� �

�)

�
. �

�
�

注意 �� この結果は� � ( � の場合は既に定理 � で述べており� � ( � の場合
は �� で示されている�

��	�� の場合と同様に� 等号が成立する長さ � の ���� �� ����
��� を
�����"	� とよぶ� 新たに� 次の場合に

��� �� ( �)� �!�� �)� !)�� ��� )*�� ��� �!�� ��� !)�� �!� '��� �!� )��� �!� )*�� �!� �!�� �!� !)�

�����"	� ���� �� ����
��� を構成することが出来た．今までに知られている
結果と併せることで次を得る�

命題 �� � � ! であれば長さ � 
 0� かつ � 	 � �"�� *� で �����"	� ����
�� ����
��� が存在する�

上で述べた -��	�� �! による未解決問題を含む形で新たな問題を提案する�

問題 �� � � !に対して長さ 0�の �����"	� ���� �� ����
��� は存在するか？
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ユークリッド空間における
2 次元整数格子のある性質

三枝崎 剛 Tsuyoshi Miezaki ∗

この原稿は, 2009年 12月の第 8回「代数学と計算」研究集会 (首都大学
東京)の三枝崎による上の題での講演の記録です. タイトルの英訳は “On

a property of 2-dimensional integral Euclidean lattices (joint work with

Eiichi Bannai) ” であり, 坂内 ·三枝崎の著者によるこのタイトルのプレ
プリント [1](投稿中)に基づいています.

1 序
ユークリッド空間における 2次元整数格子 Λ ⊂ R2 に関する以下の性
質を考えます.

定義 1.1. 任意の自然数 n に対して, ちょうど n 個の Λ の格子点を通る
ような円が存在するとき, Λ を universally concyclic と呼ぶ.

(a, b), (c, d) ∈ R2, (ad− bc �= 0)で生成される格子をL[(a, b), (c, d)]と書
くことにします. その時 universally concyclic に関して以下のことがが知
られています.

• [cf. [4]] Z2(= L[(1, 0), (0, 1)]) は universally concyclic.

• [cf. [5]] L[(1, 0), (−1/2,
√

3/2])]及びL[(1, 0), (0,
√

3])]は universally

concyclic.

(d = 2, 7, 11, 19, 43, 67, 163に対してL[(1, 0), (0,
√

d])]は universally

concyclic.)

∗Department of Mathematics, Hokkaido University, Hokkaido 060–0810, Japan, e-
mail: miezaki@math.sci.hokudai.ac.jp. The author is supported by JSPS Research
Fellowship.
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• [cf. [5]] q := ad − bc を q ≡ 3 (mod 4)となる素数とする. その時
L[(a, b), (c, d)] は universally concyclic.

• [cf. [5]] τ = 超越数. L[(1, τ), (0, 1)] の 4点を通る円は存在しない.

即ち universally concyclic でない.

• [cf. [5]] (α/β) が無理数⇐⇒ L[(α, 0), (0, β)] の 5点を通る円は存在
しない.

この講演では, 以下の定理を証明しました:

定理 1.1. 全ての 2次元整数格子 は universally concyclic.

ここでは, 簡単のためL[(1, 0), (0,
√

2)]の証明を述べ, それを, 一般にど
う拡張するかを述べたいと思います. 詳しくは [1]を参照してください.

2 L[(1, 0), (0,
√

2)]が universally concyclic で
あることの証明

Z[x] := {a + bx | a, b ∈ Z}と定義します. 以下では, 虚二次体に
関する幾つかの事実を使います. 詳しくは, [2, 3, 7]を参照してくださ
い. L[(1, 0), (0,

√
n])] を虚二次体の整環と考えます. 即ち, 格子 Λ =

L[(1, 0), (0,
√

n])] (↔ fΛ = x2 + ny2)に対して

Λ � Z[
√−n] ⊂ Q(

√−d),

ここで −4n = f 2dK , dK =

{
−4d if − d ≡ 2, 3 (mod 4),

−d if − d ≡ 1 (mod 4).

例えば

L[(1, 0), (0,
√

3])] � Z[
√−3] ⊂ Q(

√−3).

の様にです.

定理 2.1 (cf. [5]). L[(1, 0), (0,
√

2)] は universally concyclic.

補題 2.1. A(k) := {z ∈ Z[
√−2] | |z|2 = 41k}と定義すると, �A(k) =

2(k + 1).

2

AC2009 39



Proof. (41) = PP, P = (3 + 4
√−2)を, イデアル (41)の素イデアル分解

する. その時ノルム pk の整イデアルは以下のみである: P k, P k−1P ′, . . . ,

(P ′)k. z ∈ Z[
√−2]に対して, (z) と (−z) は同じイデアルを定めるので,

題意は示された.

補題 2.2. Ǎ(k) := {x + y
√−2 ∈ A(k) | x + y ≡ −1 (mod 4)}と定義す

ると, �Ǎ(k) = k + 1.

Proof. 補題 2.1の証明より任意のx+y
√−2 ∈ A(k)に対して, x+y ≡ ±1

(mod 4). もし x+ y
√−2 ∈ A(k), x+ y ≡ 1 (mod 4) ならば−x+ y ≡ −1

(mod 4)となる.

Proof of Theorem 2.1. 任意の正整数 k > 0に対して, 円 Γkを以下で定
義する:

|4z − 1|2 = 41k.

C(k)を Lの部分集合で Γkが通る点と定義する. �C(k) = k + 1を示す.

写像 f : C(k) → Ǎ(k)を以下で定義する:

z → 4z − 1.(
∵もし z = x + y

√−2 ∈ C(k) ならば 4z − 1 = 4x − 1 + 4y
√−2,

よって 4x − 1 + 4y ≡ −1 (mod 4). 即ち 2
√

az − j ∈ Ǎ(k).

)

一方,写像 Ǎ(k) → C(k)を以下で定義する: x+y
√−n → (x+1)/4+y/4.(

∵もし x + y
√−2 ∈ Ǎ(k) ならば x + y ≡ −1 (mod 4),

よって x + 1 ≡ 0 (mod 4). 即ち (x + 1)/4 + y/4 ∈ C(k).

)

ゆえに f は全単射, よって �C(k) = �Ǎ = k + 1.

3 一般の場合
L[(1, 0), (0,

√
2)]の証明で本質的な部分は以下の 2点でした.

1. 任意の格子L (ax2 + bxy + cy2, n = b2 − 4ac)に対して, 次の様な表
示を持つ素数 pが存在するか: p = x2 + ny2かつ y ≡ 0 (mod 2a).

(その様な素数を pn,aと書く. )

(L[(1, 0), (0,
√−2)] (x2 + 2y2)の時は, 41 = 32 + 2 × 42. )

3
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2. もし上の素数が存在するならば, An,a(k) := {z ∈ Z[
√−n] | |z|2 =

pn,a
k} と定義した時 �An,a(k) = 2(k + 1)か?

これは, 以下のように証明されます (数論に関する詳しい事は, [3, 7-9章]

もしくは [1]を参照してください):

命題 3.1. 任意の正整数 n, aに対して, 次の様な素数 p(�= n)が存在する :

p = x2 + ny2 かつ y ≡ 0 (mod 2a).

Proof. Dirichlet の算術級数定理の一般化を使い, その様な素数は密度
1/[L : K]を持つ,即ち無限に存在する事がわかります,ここでLはZ[

√−n]

の ring class field を表します [3]. よって, 命題は従います.

命題 3.2. n �= 1, Z[
√−n] = Of ⊂ K = Q(

√−d)と仮定します. p を次
の条件を満たす素数とします : |z|2 = p, (dK/p) = 1, (p, f) = 1 を満たす
z ∈ Z[

√−n]が存在する. この時, �{z ∈ Z[
√−n] | |z|2 = pk} = 2(k + 1).

Proof. (p)は, OK の中で, (p) = PP ′と分解します. 条件 z ∈ Z[
√−n]より

PとP ′は主イデアルとなり, QとQ′を次の様に定義します: Q := P ∩Of ,

Q′ := P ′ ∩ Of . すると, Q と Q′ は, Of の f と素な proper な主イデアル
となります [3]. proper イデアルの分解の一意性を使うと, ノルム pk の
イデアルは以下のように書き下せます:

Qk, Qk−1Q′, . . . , Q′k.

z ∈ Z[
√−n]に対して, (z) と (−z) は同じイデアルを定める事に注意する

と, 題意は従います.

以上 2つの命題を使う事により, 一般の 2次元整数格子が universally

concyclic である事が示せます. 詳しくは [1]を参照してください.

4 高次元の場合
3次元以上の場合はどうか, 自然に疑問が起きます. しかし, 3次元以上
の整数格子は, 2次元の結果を使い, 全て universally concyclicになる事が
示せます. しかし, 円上の格子点は, 全て同一 2次元平面上に存在してお
り,あまり面白い例とはいえません. そこで前原氏は,定義 1.1に幾つか条
件を付けた, 高次元格子の新たな universally concyclic の定義をいくつか
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提示しておられます [6]. この定義に関して,全ての整数格子は universally

concyclic か否か決定するのは興味ある問題といえます.

最後になりましたが，世話人の皆様，旅費を援助してくださりました
脇克志氏に感謝いたします．
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楕円曲線 E : y2 = x3 − nx の生成元

藤田育嗣∗ 寺井伸浩†

1 定理

nを平方数でない正の整数とし，E を y2 = x3−nxで定義された Q上の楕円曲線とする．Mordell
の定理によって E の Q 有理点のなす群 E(Q) は有限生成アーベル群である．E(Q) ねじれ部分群
E(Q)tors が Z/2Z と同型であることは容易に分かるが，自由部分 E(Q)/E(Q)tors の構造を決定する
ことは容易ではない．

[FT]で，nが素数べき (特に素数)のときに E 上の整数点や E(Q)の生成元について調べ，例えば，
奇数 t に対して n = 4t2 +1 が素数であるとき，E(Q)/E(Q)tors は 1 点 (−1, 2t) で生成されることが
分かった．しかし，n = a4 +b4 (a, bは自然数)の形の素数 nに対しては，2点 P1 = (−b2, a2b), P2 =
(−a2, ab2) が E(Q) の指数有限な部分群を生成することは分かったが，E(Q)/E(Q)tors の生成元に
なり得るか否かは分からなかった．一方 Duquesne ([Duq]) は，整数 k に対して n = (2k2 − 2k +
1)(18k2 + 30k + 17) が平方因子をもたないならば，G1 = (−(2k2 − 2k + 1), 4(k + 1)(2k2 − 2k + 1))
と G2 = (9(2k2 − 2k + 1), 12(3k − 2)(2k2 − 2k + 1)) の 2 点がいつも E(Q) の生成元の系に入り得
ることを示した．ここで s = 2k2 − 2k + 1, t = 18k2 + 30k + 17 とおくと，t− s, 34s− t は共に平方
数になり，このことが G1, G2 ∈ E(Q) に寄与している．これを端緒として，Duquesne の結果を次
のように大きく一般化できることに気づいた．

定理. n を平方数でなく 4 乗因子をもたない正整数で，n = st (s, t は平方数でない正整数) と表さ
れるものとする．また

t− s = α2, m4s− t = β2 (1.1)

なる正整数 α, β, m が存在すると仮定し，E を y2 = x3 − nx で定義される楕円曲線とする．もし
m = 2 または 3 ならば，2 点 G1 = (−s, sα), G2 = (m2s,msβ) はいつも E(Q) の生成元の系に入り
得る. m ≥ 4 の場合には，n ≥ m29.2 ならば同じことが成り立つ．

2 定理の証明

有理点 P = (x, y) が 2 等分点をもつ (つまり 2E(Q) に入る) ならば，x, x +
√

n, x−
√

n がすべ
て Q(

√
n) において平方数でければならない ([Kn, Theorem 4.2])．このことを使って次が示される．

補題 1. T = (0, 0)とおくと，定理の仮定の下で，G1, G2, G1+T, G2+T, G1+G2, G1+G2+T ̸∈ 2E(Q)
が成り立つ．従って，2 点 G1, G2 は E(Q)tors を法として独立である．

この補題と次の Siksek の定理とを合わせて，定理は証明される．
∗日本大学生産工学部
†足利工業大学（工学部共通課程）
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補題 2. (cf. [Sik, Theorem 3.1]) E を Q 上定義された階数 2 以上の楕円曲線とし，G1, G2 を
E(Q)tors を法として独立な E(Q) の点とする. {P1, P2, . . . , Pr} を E(Q)tors を法とする E(Q) の生
成元の系で G1, G2 ∈ ⟨P1⟩+ ⟨P2⟩ なるものとし，⟨P1⟩+ ⟨P2⟩ における G1, G2 の張る部分格子の指
数を ν とする．もし，E(Q) が ĥ(Q) ≤ c (c はある正の実数 ) なる無限位数の点 Q を含まないな
らば,

ν ≤ 2√
3
·
√

R(G1, G2)
c

が成り立つ．

ここで，

R(G1, G2) = ĥ(G1)ĥ(G2)−
1
4

(
ĥ(G1 + G2)− ĥ(G1)− ĥ(G2)

)2

であり，ĥ : E(Q)→ R は
ĥ(P ) = lim

n→∞

1
4n

h(2nP )

で定義される canonical height，h : E(Q)→ Rは h(P ) = log max{|a|, |b|} (P = (b/a, ∗), gcd(a, b) =
1) で定義される näıve height である (この定義は [Duq] と同じもので，[Sil1, Sil2, Coh] の定義の 2
倍である)．canonical height は local height λ̂p に分解することにより計算される (cf. [Sil3, Chapter
VI])：

ĥ(P ) =
∑

p:prime or ∞
λ̂p(P ) (P ∈ E(Q) \ {O}).

まず，有限部分 ĥfin(P ) =
∑

p:prime λ̂p(P ) は Cohen のアルゴリズム ([Coh, Algorithm 7.5.6]) を
使えば容易に計算できる (今 n は 4 乗因子をもたないので y2 = x3 − nx は E の global minimal
model であり，従ってこのアルゴリズムを適用できる)．

補題 3. E(Q) の任意の点 P = (a/d2, b/d3) (a, b, d ∈ Z, gcd(a, d) = gcd(b, d) = 1, d > 0) に対し,

ĥfin(P ) = 2 log d− 1
2

log

 ∏
pi|a,b,n, pi ̸=2

pei
i

+ ĥ2(P )

が成り立つ．ここで，pei
i ∥n (ei ∈ {1, 2, 3}) であり，d が偶数のときは ĥ2(P ) = 0, d が奇数のときは

ĥ2(P ) は次で与えられる：

n a b ĥ2(P )
偶数 奇数 奇数 0

奇数 偶数 偶数 0

奇数 奇数 偶数 −1
2 log 2

v2(n) = 1 偶数 偶数 −1
2 log 2

v2(n) = 2 and n/4 ≡ 1 (mod 4) v2(a) = 1 v2(b) ≥ 3 −3
2 log 2

v2(n) = 2 and n/4 ≡ 3 (mod 4) v2(a) = 1 v2(b) = 2 −7
4 log 2

v2(n) = 2 v2(a) ≥ 2 v2(b) ≥ 2 − log 2

v2(n) = 3 v2(a) ≥ 3 v2(b) ≥ 3 −3
2 log 2

2
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任意の点 P ∈ E(Q) \ E(Q)tors に対する無限部分 λ̂∞(P ) の計算には，Cohen による次の公式
([Coh, Algorithm 7.5.7]) を使う：

λ̂∞(P ) =
1
16

log
∣∣∣∣64n3

q

∣∣∣∣+ 1
4

log
(ω1

2π
y(P )2

)
− 1

2
log |θ|. (2.1)

ここで，

q = e
2πi

ω2
ω1 , ω1 > 0, Im(ω2) > 0, Re(ω2) = 0,

Im(z) = 0, 0 ≤ z < ω1 または Im(z) = Im(ω2/2), 0 ≤ z − ω2/2 < ω1,

θ =
∞∑

k=0

(−1)kqk(k+1)/2 sin
(

(2k + 1)
2π

ω1
Re(z)

)
で，z = z(P ) は P の楕円対数である (θ は自明な上限 |θ| < 1/(1− |q|) をもつ)．

補題 4. n ̸≡ 12 (mod 16) ならば，任意の無限位数の点 P ∈ E(Q) に対し，

ĥ(P ) > 0.125 log n + 0.3917

が成り立つ．

注意 1. (1.1) から n = st ̸≡ 12 (mod 16) が分かるので，定理の証明に補題 4 を使うことができる．

一方，λ̂∞(G1), λ̂∞(G2) の計算には Tate 級数 (cf. [Sil2]) を使う：

λ̂∞(P ) = log |x(P )|+ 1
4

N−1∑
k=0

ck

4k
+ R(N). (2.2)

ここで，

ck = log |z(2kP )|, z(Q) =
(

1 +
n

x(Q)2

)2

for Q ∈ E(Q) \ {(0, 0)},

1
3 · 4N

log
(

(64n3)2

260H8

)
≤ R(N) ≤ 1

3 · 4N
log
(
211H

)
で，H = max{4n, n2} である．

補題 5.
ĥ(G1) <

24577
98304

log n + log m +
131081
196608

log 2,

ĥ(G2) <
24577
98304

log n +
1
2

log
(
m2
(
m4 + 1

))
+

32777
196608

log 2.

[定理の証明] 補題 1 より，格子指数 ν < 3 を示せばよい．m ≥ 4, n ≥ m29.2 の場合には，補題 3,
4, 5 を合わせて ν < 3 が分かる．m = 2 のとき，n ≥ 4885 ならば ν < 3 となるのであとは

(s, t) = (3, 39), (6, 15), (6, 87), (15, 159), (30, 39), (51, 87)

の各場合に G1, G2 が E(Q) の生成元の系に入り得ることを確認すればよい (Magma ([BC]) 等で
チェックできる)．m = 3 のとき，ν < 3 となるためには n ≥ 1.587 · 108 でなければならない．こ
のとき定理の仮定をみたす (s, t) は 2493 組あり，各場合に生成元を確認することは非常に困難であ
る．しかしながら，一般に ν < 5 であることは分かり，補題 1 から ν ̸= 4 なので，この 2493 組の
各 (s, t) に対して

G1, G2, G1 + G2, G1 −G2 ̸∈ 3E(Q)

となっていることを確認すればよい (Magma ([BC])の “DivisionPoints(∗, 3)”でチェックできる)．
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注意 2. (1) 定理のような楕円曲線に対して格子指数 ν が小さい理由は，Gi (i ∈ {1, 2}) の canonical
height ĥ(Gi) が非常に小さいことにある．Gi の x 座標を x(Gi) とかくと，

• x(Gi) が (おおよそ) n を割る =⇒ ĥfin(Gi) が (おおよそ) −1
2

log |x(Gi)| より小さい (補題 3)

• |x(Gi)| ;
√

n =⇒ log |x(Gi)| ;
1
2

log n, λ̂∞(Gi) ; 1
2

log n ((2.2) 参照)

であり，従って ĥ(Gi) は (おおよそ) (log n)/4 より小さくなる (補題 5)．
(2) [FT] で考察した n = a4 + b4 の場合には x(Pi) ∈ {−b2,−a2} が n と素なので，ĥfin(Pi) はそ

んなに小さくならない．このため生成元を決定できなかった．

3 無限族の構成

(1.1) から t を消去すると，(m4 − 1)s = α2 + β2 となり，α = uk + vl, β = ul − vk とおけば，

s =
α2 + β2

m4 − 1
=

u2 + v2

m4 − 1
(k2 + l2), t = s + (uk + vl)2

となる．よって，u2 + v2 ≡ 0 (mod (m4 − 1)) をみたす u, v をとれば 2 次形式 n = st ∈ Z[k, l] が
得られる．この議論を基にして，次の命題を得た．

命題. 整数 m > 1 に対し，m4 − 1 = m0m1m
2
2 とおく．ここで，m0,m1,m2 は正整数で m0m1 は

平方因子をもたず，m0, m1 の任意の素因子は 4 を法としてそれぞれ 3, 1 または 2 と合同であると
する．p1, . . . , pr を 4 を法として 1 または 2 と合同な相異なる素数で，どの奇数 pi も m4 − 1 を割
り切らないとする (r = 0 も許容する．もし m1 = 1 ならば r ≥ 1, m1 = p1 = 2 ならば r ≥ 2 と仮定
する)．u′, v′ を

(u′)2 + (v′)2 = m1p1 · · · pr

をみたす正整数とし u = m0m2u
′, v = m0m2v

′ とおくとき，

s =
u2 + v2

m4 − 1
(k2 + l2) and t = s + (uk + vl)2

をみたす 2 次形式 n = st は定理の仮定をみたす無限個の整数を表す．

[命題の証明] Greaves の定理 ([Gr, Theorem (i)]) により，判別式が 0 でなく，7 次以上の既約因子
をもたず，また gcd{f(k, l); k, l ∈ Z} が平方因子をもたないような 2 次形式 f(k, l) ∈ Z[k, l] は無限
個の平方因子をもたない整数を表す．これを n/m2

0 または n/(2m2
0) に適用すればよい．

注意 3. 4 を法として 1 と合同な素数は無限に存在するので，命題から，各 m ≥ 2 に対し，定理の
仮定をみたす無限個の整数 n を表すような 2 次形式 n = n(k, l) ∈ Z[k, l] が無限個存在することが分
かる．
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例. k, l を 0 でない整数とする．以下の各 s, t に対して，s, t, n = st が平方数でなく n が 4 乗因子
をもたないならば，2 点 G1 = (−s, sα), G2 = (m2s,msβ) (α =

√
t− s, β =

√
m4s− t, m ∈ {2, 3})

は E(Q) の生成元の系に入り得る：

(I) m = 2 の場合：

(i) s = 3(k2 + l2), t = 3(4k2 + 12kl + 13l2);

(ii) s = 6(k2 + l2), t = 3(5k2 + 18kl + 29l2);

(iii) s = 15(k2 + l2), t = 3(32k2 + 72kl + 53l2).

(II) m = 3 の場合：

(i) s = k2 + l2, t = 17k2 + 64kl + 65l2;

(ii) s = 2(k2 + l2), t = 2(9k2 + 48kl + 73l2);

(iii) s = 5(k2 + l2), t = 149k2 + 384kl + 261l2.

ここで，命題の (u, v) として次のものをとった：

(I) (i) (u, v) = (3, 6); (ii) (u, v) = (3, 9); (iii) (u, v) = (9, 12).

(II) (i) (u, v) = (4, 8); (ii) (u, v) = (4, 12); (iii) (u, v) = (12, 16).

注意 4. s = (1−k)2+k2, t = 17(1−k)2+64(1−k)k+65k2 なので，Duquesneの族 (s = 2k2−2k+1,
t = 18k2 + 30k + 17) は，例 (II) (i) に含まれる．
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SOME CONCEPTS AND METHODS TO INVESTIGATE PROBLEMS
OF WARING TYPE II

R. MORIKAWA

1. Introduction

1-1. (W-Problems and a V-Problem) We fix k ∈ N and take m natural numbers
(a1, . . . , am) whose GCD = 1. We put

(1) V (A) = {
m∑

i=1

aix
k
i | xi ∈ N (1 ≤ i ≤ m)} and W (A) = N \ V (A).

Our aim is to study the structure of W (A). We call this problem by a general name
W (k,m)-Problem. Taking various (k,m), we obtain the following problems.

(a) F-Problem : ( k = 1,m = 3, 4, , , ; Frobenius )
(b) RDS-Problem : ( k = 2,m = 3 ; Ramanujan, Duke, Shulze-Pillot )
(c) W(3,4)-Problem

I gave a talk at AC 2007 on the theme. [6] refers my paper in Proceedings AC 2007.
This report is a continuation of that. [4] refers T. Matsui’s paper in the same Proceedings.

Adding to these W-Problem, I will take up the following V-Problem.
(d) V(a,b)-Problem : Let V (a, b) = {ax2 + by2| x, y ∈ N} with (a, b) = 1. About

V (1, 1), the famous Fermat’s criterion is known. Our aim is to obtain a similar criterion
for general (a, b)’s.

1-2. (N-frame, R-sieve, wirklich method)
We first seek a unified standpoint to treat these various W-Problems.
( A) (N-frame )
In (1), we let xi’s run through N . Usually W-Problems are considered in N̄ -frame. The

reasons are :
(a) As the four square Theorem of Lagrange, ”All property” usually fails in N-frame.
(b) If we use generating functions e.g. Modular functions or zeta-functions, their sum-

mension domain must be modules.
But we think ”N-frame” is essential to investigate purely arithmetic properties of

W (k,m). The reason is that ” The main part of the theory are interplays of ai’s of
A. And their interplays are broken in N̄ -frame.”

(B) (Ramanujan Sieve )
Ramanujan used in [7] a simple, elementary but ingenious argument. Gradually its

deep meaning becomes clear. Thus we call it after him.

( R-Sieve ) Let A = (a1, . . . , am). We take some ai from A, say a1 = a. We make
V (ă) = V (a2, . . . , am). For n ∈ N , we apply the following sieve.

Date: March 31, 2010.
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2 R. MORIKAWA

Let x run 1 ≤ x ≤ [(n/a)1/k]. Putting n(x) = n − axk, judge whether (a) n(x) ∈ V (ǎ)
or (b) n(x) /∈ V (ǎ). We call this process R-Scan. In case (a), we say x hits the Scan. If
n has no-hits, n ∈ W .

(1) For n ∈ N , we put H(n) = {x|n(x) ∈ V (ǎ)}. The nature of this H(n) is important.
(2) By taking various ai as a, we obtain usually m different sieves. The relations of

these sieves are subtle and important.

(C) (wirklich method )
We use the terminology ”wirklich” recalling Kummer’s Geist.
For W , we choose a suitable subset ∂W ⊂ V . And we clarify the structure of W by

scrutinizing the representations of this ∂W in V .
We explain the idea by taking F-Problem. Let A = (a1, . . . , am). We take a1 = a and

operate R(ax)-sieve.
Fact 1. For r with 1 ≤ r ≤ a, we put N(r) = {r + ta | t ∈ N̄}. And apply R(ax)-scan

taking n from N(r) as r, r + a, r + 2a, . . .. We put h(r) the first hit member of N(r).

Fact 2. Here h(r) − a is contained in V (ǎ). For y = (y2, . . . ym), we put J(y) =
a2y2 + · · · + amym. We take b(r) ∈ Nm−1 which satifies h(r) − a = J(b(r)). Let B =
{b(r) | 1 ≤ r ≤ a}. Here W is determined by B. Thus in this case ∂W is {h(r)}.

Fact 3. For m = 3, 4 this B has a beautiful structure.

For W-Problems with k ≥ 2, ∂W for w ∈ W is usually taken as rw with a suitable
r ∈ N . We call this r a realizer of w, and denote it as (r).
§ 2 tells that this method is useful to investigate V (a, b).

1-3. (Cell and Lifting, Head-Tail Principle, DMH and FGH decmposition )
Adding to three devices (A)-(C), we propose the following (D),(E) and (F). These

devices will appear in this report. But they have already used in other papers. Thus we
indicate the place where they are used.

(D) (Cell and Lifting Principle )
1. We use this to investigate V (a, b). For details see § 2.
2. This concept plays an important role for F-Problem wth m = 4. This is explained

in [5] p.8 and in [6] p.7.

(E) (Head-Tail Principle)
1. For many list up problems of mathematical structures, it is usuful to define suitable

diagrams. ( Please remind the beautiful theory of Dynkin Diagrams.)
For W(1,4) Problem, a generalized tree with three sources works well (cf. [5] p.6).

And in the case, Head or Tail of the tree characterize the corresponding mathematical
structure. ( The middle parts usually have stable structures.) Note that Dynkin Diagrams
have this property. This ambiguous Principle is useful in many cases as a heuristic one.
For example this explains Fraenkel’s Conjecture about rational Beatty sequences (cf. [5]
p.4). And this Principle is closely related with ’Surgery of Diagrams’ and ’Stop Lemma’
(cf. [5] p.7).

2. This Principle also works for V (a, b)-Problem (cf. § 2).

(F) ( DMH decomposition and FGH decomposition)
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1. As shown in § 2, any v ∈ W (1, B) \ R is decomposed to dmh with d ∈ cl(DP ),
m ∈ cl(MP ) and h ∈ cl(HP ). (Please consult § 2 for precise definitions.)

2. § 3 tells that any w ∈ W (�) is decomposed to fgh with f ∈ cl(P (1)), g ∈ cl(Ψ(D))
and h ∈ H.

3. Similar decomposition seems to appear widely in W-Problems with k ≥ 3 (cf. § 4).

1-4. ( Contents of this report)
1. § 2 treats V (a, b) Problem. And RDS Problem is treated in § 3. In § 4, a bold

conjecture with respect to W (3, 4)-Problem is proposed.

2. Throughout this report, V and W have the same meaning. And for L a set of primes,
cl(L) denotes {the free products of primes in L } ∪ {1}. Other Notations used in each §
are independent.

3. (Important Remarks ) (a) It is regrettable that many propositions given in the report
have no proofs. But they are supported by enomous numerical research. Thus we denote
Assertion for proposition of that type.

(b) About Numerical Examples given in this report, ”all properties” are not proved.

2. V (a, b) Problem

2-1( Introduction)
In this section, we treat V (ax2 + by2). We denote it V (a, b) or simply V . V (1, 1) allows

the famous Fermat’s criterion. Recently I found a suitable generalization of it. No proof
has been obtained. But numerical search of about 100 cases of (a, b) supports Assertions
(with no exception!)

(V (1, B)-Problem) In this report we consider the case, (a, b) = 1 and a, b both are
square free. In the case t ∈ V (a, b) if and only if at ∈ V (1, ab). Thus we may confine to
the case V (1, B) with square free B.

(Notations) 1. We put 4B = D. We put DP = { prime divisors of D }. And
we put |DP | = ρ. For U ⊂ [1, D − 1], We put Q(D; U) = {p | prime, p ≡ u
(mod D) for some u ∈ U}.

2. An element of V (1, B) is called a V -element. We separate V -elements into three
types :

(a) R(1, B) = {p ∈ V | p prime, p � D},
(b) S(1, B) = {n ∈ V | n composite, (n,D) = 1},
(c) T (1, B) = {n ∈ V | (n,D) > 1}.
These sets are simply noted R,S, T .

3. (Head system ) For V (1, B), we attach H(B) = {B + r2 | 0 ≤ r ≤ s}. (s is taken a
suitable number for each situation.) We call H(B) Head system of V (1, B).

4. For a subset M of V , we define CoreM as follows.
(i) Note that v ∈ V implies t2v ∈ V for any t ∈ N . Thus if w ∈ M allows t ≥ 2 for

which w/t2 is in V , we omit w from M .
(ii) Note that for V (1, B), v, w ∈ V implies vw ∈ V . Thus we let CoreM so that its

member has no decomposition of this type.
In this situation, we say that the members of CoreM are irreducible.
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5. ( CoreT̂ ) T contains V -elements of special type. We define following three sets:
T (0) = {t ∈ T | t ∈ cl(DP )}, T (1) = {By ∈ T | y > 1, (y,D) = 1} and T (2) =
{2By | y > 1, (y,D) = 1}. Note the facts Bt ∈ V (1, B) ⇔ t ∈ V (1, B) and 2Bt ∈
V (1, B) ⇔ 2t ∈ V (1, B). Hence we make T̂ = T \ (T (0)∪T (1)∪T (2)). And study CoreT̂
instead of CoreT , and study T (0) separately.

2-2 (Sets F,G,M,Q(j)(2 ≤ j ≤ J) )
We define the following sets step by step. (See Example 2.4.1.)
Step 1. Let D = 4B. And F = {n | n ∈ [1, D − 1], (n,D) = 1}. Then |F | = ϕ(D).

Here F is a multiplicative group. We put G = {u2 (mod D)|(u,D) = 1}, and consider G
as a subgroup of F . Then [F : G] = 2ρ.

Step 2. We take M where M is minimal for which R ⊂ Q(D; M).

Assertion 2.2.1. M is the square class mod B. Thus G is a subgroup of M , whose index
is m. Here m = 1 for B ≡ 1 (mod 4) and m = 2 for other cases.

We say V (1, B) is Full-case if R = Q(D; M). And NF-case in otherwise. In NF-case,
we put M(τ) = Q(D; M) \ R. And MP denotes the set of pimes in M(τ).

Step3. We arrange Cosets of F/M as follows.
(�) M, t2M, . . . , t2JM .
The cardinality satisfies 2mJ = 2ρ. From (�), we choose tjM (2 ≤ j ≤ J) by the following
rule :

( Choosing-rule ) Let H(B) be Head system of V (1, B). We decompose B + r2

(r = 1, 2, . . .). We consider p primes which satisfy ;
(a) p | B + r2, (b) p � D, (c) p 	= B + r2.
We choose p’s which belong to different Cosets. We explain the process taking

B = 105 :
(B = 105 ) In the case M = {1, 109, 121, 169, 289, 361}. We have
B + 1 = 106 = 2.53, B + 4 = 109 = prime, B + 9 = 114 = 2.3.19, B + 16 = 121 =

112, B +25 = 130 = 2.5.13, B +36 = 141 = 3.47, B +49 = 154 = 2.7.11, B +64= 169
= 132, B + 81 = 186 = 2.3.31, B + 100 = 205 = 5.41, B + 121 = 226 = 2.113, B + 144
= 249 =3.83, B + 169 =274 = 2.137, B + 196 = 301 = 7.43, etc.

We choose 7 numbers 53, 19, 11, 13, 47, 41, 43. And we get 7 Cosets which contain
these numbers.

Assertion 2.2.2. Applying Choosing-rule, we obtain J − 1 Cosets from (�). We make
Q(j) = Q(D; tjM) for such j. Let xj be the least member of Q(j). Here we rearrange
Q(j) so that x2 < x3 < · · · < xJ .

We call each Q(j) a Cell.

2-3. (R, CoreS, CoreT̂ for Full-case )
For Full-case, we write Q(j) = (xj;∼). We define multiple law of Q(j)’s as follows:

(�) Let L(M) = L(1) = {n ∈ N | n ≡ m (mod D) for some m ∈ M}, and
L(j) = {n ∈ N | n ≡ xjm (mod D) for some m ∈ M}, (2 ≤ j ≤ J). We define {i, j} = k
if xixj ∈ L(k).

Assertion 2.3.1 ( CoreS ) Let V (1, B) be Full-case. Then s ∈ CoreS if and only if s
satifies the following three conditions:

(1) s is a product of primes which are in Q(j) (2 ≤ j ≤ J).
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(2) s ∈ L(M).
(3) s is irreducible.

( Taking-combination ) Let HP be the set of primes contained in Q(j) with (2 ≤ j ≤ J).
Make cl(HP ). Take t ∈ cl(HP ). Let t = pe1

1 · · · pef

f . We put s(j) the sum of ei for which
pi ∈ Q(j). We call (s(2), . . . , s(J)) Taking combination of t.

Then Taking-combination of CoreS is finite. In Example 2.4.1. CoreS of V (1, 105)
have Taking-combinations of (1), (2), (3).

To clarify CoreT̂ , we use the following concepts. Let U = {u ∈ N | 1 < u <
2B, u|2B, u 	= B}. For u ∈ U , we put ((u)) = {uy ∈ T | y > 1, (y,D) = 1}. We
define (u) ⇒ Q(j) if uxj ∈ V .

Assertion 2.3.2. (Transfer rule ) Assume (u) ⇒ Q(j) for u ∈ U . Then Core((u)) = uC
where C is given by Transfer rule.

(Transfer rule) : List up Taking-combination (s(2), . . . , s(j), . . . , s(J)) of CoreS which
satisfy the condition s(j) ≥ 1. Then C = {c ∈ cl(HP ) | Taking-combination of c =
(s(2), . . . , s(j) − 1, . . . , s(J)).

By this rule, CoreT̂ is obtainable from CoreS. (See the following Example.)
Remark. We see V (1, B)’s are Full-case for B with { 1, 2, 3, 5, 7, 10, 13, 15, 21, 22,

30, 33, 37, 42, 57, 58, 70, 105 }.
2-4. ( Example ) : We give an Example to clarify these Assertions.
Example 2.4.1. V (1, 105) : Here D = 420 and G = {1, 109, 121, 169, 289, 361}. We

have m = 1. Namely G = M and R = Q(420;G). Under some caluculations, we have the
following Q(2) − Q(8):

Q(2) = (11;∼), Q(3) = (13;∼), Q(4) = (19;∼), Q(5) = (41;∼), Q(6) = (43;∼),
Q(7) = (47;∼), Q(8) = (53;∼).

On the other hand we obtain the following (�)-rule:
{2,3} = 7, {2,4} = 5, {2,5} = 4, {2,6} = 8, {2,7} = 3, {2,8} = 6, {3,4} = 6,
{3,5} = 8, {3,6} = 4, {3,7} = 2, {3.8} = 5, {4,5} = 2, {4,6} = 3, {4,7} = 8,
{4,8} = 7, {5,6} = 7, {5,7} = 6, {5,8} = 3, {6,7} = 5, {6,8} = 2, {7,8} = 4.

( CoreS) Thus CoreS consists of
(1) {s2 | s ∈ Q(j)}(2 ≤ j ≤ 8).
(2) {stu | s ∈ Q(i), t ∈ Q(j), u ∈ Q(k)} where (i, j, k) = (2,3,7), (2,4,5), (2,6,8), (3,4,6),

(3,5,8), (4,7,8), (5,6,7)
(3) {stuv | s ∈ Q(i), t ∈ Q(j), u ∈ Q(k), v ∈ Q(l)} with (i, j, k, l) = (2,3,4,8), (2,3,5,6),

(2,4,6,7), (2,5,7,8), (3,4,5,7), (3,6,7,8), (4,5,6,8).

For CoreT̂ , note that (2) ⇒ Q(8), (3) ⇒ Q(7), (5) ⇒ Q(5), (7) ⇒ Q(6), (6) ⇒ Q(4),
(10) ⇒ Q(3), (14) ⇒ Q(2), (15) ⇒ Q(6), (21) ⇒ Q(5), (35) ⇒ Q(7), (30) ⇒ Q(2),
(42) ⇒ Q(3), (70) ⇒ Q(4).

Thus we get CoreT̂ by Assertion 2.3.4. For example, Core((2)) is 2Q(8), 2Q(2)Q(6),
2Q(3)Q(5), 2Q(4)Q(7), 2Q(2)Q(3)Q(4), 2Q(2)Q(5)Q(7), 2Q(3)Q(6)Q(7), 2Q(4)Q(5)Q(6).

2-5. (τ -separation, h-separtion )
The situation is much more complicated for NF-case. First we introduce two ∼ classi-

fications.
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(τ -separation ) Let M(τ) = Q(D; M) \ R. We take y1 the smallest member of M(τ).
We put (y1;∼) = {y1} ∪ {y ∈ M(τ) | y1y ∈ V }. We denote M(τ1) = (y1;∼). If
M(τ1) = M(τ), the process stops. And if M(τ) \ M(τ1) 	= ∅, we take the smallest
member y2 of M(τ) \ M(τ1). And make (y2;∼) = {y ∈ M(τ) \ M(τ1) | y2y ∈ V } ∪ {y2}.
We put M(τ2) = (y2;∼). If M(τ) \ (M(τ1) ∪ M(τ2)) 	= ∅, we continue the process taking
y3. Thus finally we obtain ∼ classification of M(τ).

Assertion 2.5.1. By ∼ classification of M(τ), we obtain a finite classification M(τ) =
∪K

k=1M(τk) where M(τk) = (yk;∼) with 1 ≤ k ≤ K.

We denote t ∼ u for t, u ∈ N , if tu ∈ V . About τ -separation, there are two types.
Namely if yk ∼ yk, we say M(τk) to be square type, and denote M(τk) (sqr). And M(τk)
is said to be different type if yk 	∼ yk. For that, we write M(τk)(dif).

Assertion 2.5.2. If M(τk) is of square type, y ∼ y for all y ∈ M(τk). The same property
holds for M(τk) of different type.

Remarks : (1) The differece between (sqr) and (dif) is serious.
(2) Numerical examples of K = 1, 2, 3, 4 are obtained. We think the value K to be

unbounded.

(h-separation) We operate ∼ clasification for each Q(j). We call this operation as h-
separation. Many numerical examples suggest that h-separation separates Q(j) into at
most two sets.

Assertion 2.5.3. Each Q(j) separates at most two sets. In h-separate case, we denote
them Q(j; σ) = (xj;∼) and Q(j; τ) = (xj(τ);∼).

Remarks : (1) There appears (sqr) and (dif) in h-separation.
(2) In case B = 231 = 3.7.11, all Q(2), Q(3), Q(4) have h-separation.

2-6. ( DMH-decomposition, Lifting Principle )
We call Q(M(τk) with 1 ≤ k ≤ K M-Cells. And Q(j) with no separation and

Q(j; σ), Q(j; τ) of h-separate case for 2 ≤ j ≤ J are called H-Cells. We use Y as a
general name of a Cell. And we use ω as a general name of yk, xj, xj(τ).

Assertion 2.6.1. (DMH decomposition) Let v ∈ Core(V \ R). Then v = dmh with
d ∈ cl(DP ), m ∈ cl(MP ), h ∈ cl(HP ).

( Taking combination) As for mh, m is a product of primes taken from M(τk)(1 ≤ k ≤
K). Taking ways are (∅), (one), (∀ two), (different two), (∀ three), (t4), (t6) etc.
A similar property hold for h. Collecting those taking-ways, we get Taking-combination
of mh.

Assertion 2.6.2. (Lifting Principle) All mh with the same Taking-combination are ∈ V
or /∈ V simultaneously.

For NF-case, we have no theoretical method to find all Taking-combination of CoreS.
To study CoreT̂ we define as follows:

Let Y = (ω;∼). Take u ∈ U . We define (u) ⇒ Y if uω ∈ V . In some cases, Transfer
rule works to obtain Core((u)).

We give five numerical Examples which suggest the complexity of the nature of CoreS
and CoreT̂ .
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2-7. ( Numerical Examples )

Example 2.7.1. V (1, 11) : We see D = 44, m = 2, G = {1, 5, 9, 25, 37} and M = G∪3G,
and R = {47, 53, 103, 163, 199, 257, 269 . . .}. We put M(τ) = Q(44;M) \ R. We have
M(τ) = {3, 5, 23, 31, 37, 59, 67, 71 . . .}. M(τ) does not separates. Some caluculation show
that CoreS consists of (1) {st | s, t ∈ M(τ), s 	= t}, (2) {stu | s, t, u ∈ M(τ)}.

With respect to T , T (0) = ∅. And we see CoreT̂ = 4M(τ) ∪ {4t2 | t ∈ M(τ)}.
Example 2.7.2. V (1, 47) : Then D = 188. We see J = 1, and |M | = 46. In this case,

M(τ) separates to two Cells. M(τ1) = (3;∼) and M(τ2) = (7;∼). We denote each as
M(I) and M(2).

Some calculations show that CoreS consists of
(1) {st | s, t ∈ M(k), s 	= t} for k = 1, 2, (2) {t5 | t ∈ M(k) for k = 1, 2, (3)

{stu | s, t ∈ M(1), u ∈ M(2)}, (4) {stu | s ∈ M(1), t, u ∈ M(2)}, (5) {stuv | s, t, u ∈
M(1), v ∈ M(2)}, (6) {stuv | s ∈ M(1), t, u, v ∈ M(2)}.

We see CoreT (0)=128. CoreT̂ consists of (1) 8M(2), (2) {8tu | t, u ∈ M(1)},
(3) {8tu | t ∈ M(1), u ∈ M(2)}, (4) {8tuv | t.u, v ∈ M(1)},
(5) 16M(1), (6) {16st | s, t ∈ M(1), s 	= t}, (7) {16st | s ∈ M(1), t ∈ M(2)}, (8)
{16st | s, t ∈ M(2)}, (9) {16stu | s, t, u ∈ M(1), s, t, u all differs}, (10) {16t4| t ∈ M(1)},
(11) 32M(1), (12) {32st | s, t ∈ M(2)}, (13) {64s | s ∈ M(2)}, (14) {64t2 | t ∈ M(1)}.

(The complexity of T seems to become from the fact that H(43) = {47, 48 = 243, 51 =
3.17, 58 = 2.29, . . .}.)

Example 2.7.3, V (1, 17) : Here M(τ) and Q(2) do not separates.
CoreS cnsists of (1) {st | s, t ∈ M(τ)}, (2) {st | s, t ∈ Q(2), s 	= t}, (3) {t4 | t ∈ Q(2)},

(4) {stu | s ∈ M(τ), t, u ∈ Q(2)}.
And we see CoreT̂ consists of 2M(τ) and {2tu | t, u ∈ Q(2)}.
Example 2.7.4. V (1, 65) : Here we have five Cells, namely M(τ) = (29;∼), Q(2) =

(3;∼), Q(3) = (11;∼), Q(4; σ) = (37;∼) and Q(4, τ) = (97;∼). ( For simplicity, we
denote M(τ) as M , Q(4; σ) as Q(σ) and Q(4; τ) as Q(τ).)

CoreS consists of the following sets :(1) {st | s, t ∈ Q(j), s 	= t} for j = 1, 2. (2) {t4 | t ∈
Q(j)} for j = 1, 2. (3) {st | s, t ∈ Q(σ)}, (4) {st | s, t ∈ Q(τ)}, (5) {stu | s ∈ Q(2), t ∈
Q(3), u ∈ Q(4)}, (6) {t2u2 | t ∈ Q(2), u ∈ Q(3)}, (7) {stuv | s, t ∈ Q(j), u ∈ Q(σ), v ∈
Q(τ)} for j = 2, 3., (8) {st | s, t ∈ M}, (9) {stu | s ∈ M, t, u ∈ Q(j)} for j = 2, 3., (10)
{stu |s ∈ M, t ∈ Q(σ), u ∈ Q(σ)} (11) {stuv | s ∈ M, t ∈ Q(2), u ∈ Q(3), v ∈ Q(4)}.

Core T are given by Transfer rule. Note that (2) ⇒ Q(σ), (5) ⇒ Q(τ), (13) ⇒ Q(τ),
(10) ⇒ M , and (26) ⇒ M .

Example 2.7.5. V(1,41) : We have four Cell’s. They are M(τ1), M(τ2), Q(2; σ), and
Q(2; τ). (We write them as M(1),M(2), Q(σ), Q(τ).)

CoreS consists of the following sets : (1) {st | s, t ∈ M(1), s 	= t}, (2) {t4 | t ∈ M(1)},
(3) {st | s, t ∈ M(2)}, (4) {st | s, t ∈ Q(σ), s 	= t}, (5) {st | s, t ∈ Q(τ), s 	= t}, (6)
{stu | s, t ∈ M(1), u ∈ M(2)}, (7) {stuv | s, t, u ∈ Q(σ), v ∈ Q(τ)}, (8) {stuv | s ∈
Q(σ), t, u, v ∈ Q(τ)}, (9) {t2u2| t ∈ Q(σ), u ∈ Q(τ)}, (10) {stu | s ∈ M(1), t, u ∈ Q(2)},
(11) {stuv | s, t ∈ M(1), u ∈ Q(σ), v ∈ Q(τ)}, (12) {stu | s ∈ M(2), t ∈ Qσ), u ∈ Q(τ)},
(13) {stuvw | s ∈ M(2), t, u,∈ Q(σ), v, w ∈ Q(τ)}, (14) {stuvw | s ∈ M(2), t, u, v, w ∈
Q(σ)}, (15) {stuvw | s ∈ M(2), t, u, v, w ∈ Q(τ)}, (16) {stuv | s ∈ M(1), t ∈ M(2), u, v ∈
Q(2)}.
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CoreT̂ is given easily by noting the fact (2) ⇒ M(2).

2-8 (Concluding Remarks)
1. For V (1, 71) we have K = 3. And for V (1, 59), V (1, 83), V (1, 107), we have K = 4.

2. Note the followng facts :
(1) H(71) = {71, 72 = 2332, 75 = 3.52, 80 = 245, . . .},
(2) H(59) = {59, 60 = 225, 63 = 327, 68 = 2217, . . . },
(3) H(83) = {83, 84 = 2237, 87 = 3.29, 92 = 2223, . . .},
(4) H(107) = {107, 108 = 2233, 111 = 3.37, 116 = 2229, . . . }.
It seems plausible that the nature of Head system controles V (1, B).

3. V (1, 231) have six H-Cells. They are Q(2; σ) = (5;∼), Q(2; τ) = (89;∼), Q(3; σ) =
(13;∼), Q(3; τ) = (61;∼), Q(4;σ) = (29;∼), Q(4; τ) = (197;∼).

Note the fact: H(231) = {231 = 3.7.11, 232 = 2329, 235 = 5.47, 240 = 243.5, 247 =
13.19, 256 ∈ T (0), . . .}.

3. RDS-Problem

3-1 (History, RDS-Problem)
1. Ramanujan [7] determined all (a, b, c, d) for which W̄ (ax2 + by2 + cz2 + du2) = ∅.

He treated in N̄ -frame. To indicate that, we use notations with a bar. He commented
in the paper that ” W̄ (x2 + y2 + 10z2) is composed of W̄ (even) and W̄ (odd). Here
W̄ (even) = {4λ(16μ + 6)} where λ and μ run through N̄ . On the other hand, W̄ (odd) is
{3, 7, 21, 33, 43, 67, 79, 87, 133, 217, 219, 223, 253, 307, 391 . . . }. And this set does not seem
to obey any simple law.”

2. Duke, Schulze-Pillot [3] proved that |W̄ (odd)| is finite. It is notable that their bound
is non-effective.

3. After these forrunners, we call W (2, 3)-Problem RDS-Problem. In treating it, we
take the standpoints (A), (B) and (C).

4. We take (a, b, c) whose GCD = 1. Let a = Aα2, b = Bβ2, c = Cγ2 where A,B,C are
square free.

5. For W (A,B,C), we introduce the following numbers : Δ = ABC.
Let P (0) = {p | p prime, p|Δ }. We put P (−1) = P (0) \ {2} and P (1) = P (0) ∪ {2}.

6. (primitive ) We say (A,B,C) to be primitive if all p ∈ P (0) divides only one of
A,B,C.

7. ((λ, μ)-sets ) We put T = {(16), (8), (q) odd primes}. For (t) ∈ T , we define the
following sets, by letting λ, μ run through N̄ :

(a) (λ, μ)(16) = 4λ(16μ + 2u) where u ∈ {1, 3, 5, 7}.
(b) (λ, μ)(8) = 4λ(8μ + u) where u ∈ {1, 3, 5, 7}.
(c) (λ, μ)(q) = q2λ(q2μ + qR) or q2λ(q2μ + qS) where R means the quadratic residues

modulo q, and S means the non-residues.

3-2. (F (0)-criterion, W (�) )
In the folowing we consider only W (A,B,C) of primitive type. We put F (0) = {(t) ∈

T | (λ, μ)(t) ⊂ W (A,B,C) }. Then we have a good criterion to determine the set F (0).
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Proposition 3.2.1. ( F (0)-criterion) Let W (A,B,C) be primitive. For (t) ∈ T , we have
following Criterion for (t) ∈ F (0).

(1) (8) ∈ F (0) if and only if (A,B,C) ≡ (1, 1, 1) (mod 4) or ≡ (3, 3, 3) (mod 4). And
corresponding u is determined as follows :

u = 1 for (A,B,C) ≡ (3, 3, 7) (mod 8) or ≡ (7, 7, 7) (mod 8),
u = 3 for (A,B,C) ≡ (1, 1, 5) (mod 8) or ≡ (5, 5, 5) (mod 8),
u = 5 for (A,B,C) ≡ (3, 3, 3) (mod 8) or ≡ (3, 7, 7) (mod 8),
u = 7 for (A,B,C) ≡ (1, 1, 1) (mod 8) or ≡ (1, 5, 5) (mod 8).

(2) To (16) ∈ F (0), it is necessary that one of A,B,C is even. We put C = 2Ĉ. Then

(16) ∈ F (0) if and only if (A,B, Ĉ) (mod 8) is contained in the following Table.
(a) u = 1 for (3,3,3), (7,7,3), (5,7,5), (1,3,5), (1,5,3),
(b) u = 3 for (5,5,5), (1,1,5), (5,7,7), (1,3,7), (3,7,1),
(c) u = 5 for (7,7,7), (3,3,7), (1,3,1), (1,5,7), (5,7,1),
(d) u = 7 for (1,1,1), (5,5,1), (1,3,3), (3,7,5), (5,7,3).

(3) To (q) ∈ F (0), it is necessary that one of A,B,C is a multiple of q. We put C = qĈ.
Then (q) ∈ F (0) if and only if

(A/q) = −(B/q) for q ≡ 1 (mod 4) and (A/q) = (B/q) for q ≡ 3 (mod 4).
( Here (/) means Legendre symbol)

We choose R if Ĉ ∈ S, and choose S if Ĉ ∈ R.

Proposition 3.2.2. We put |F (0)| = ρ. Then ρ is an odd number.

We define W (Tr) = ∪ (λ, μ)(t) with (t) ∈ F (0). And we put W (�) = W \W (Tr). Thus
RDS-Problem for primitive (A,B,C) is reduced to clarify the structure of W (�).

3-3. ( FGH decomposition)
We define the following set.
(1) Let Ψ(D) = {prime factors of d − 1 or of

d + 1 where d runs through d|D } \ P (1).

(2) Let H consist of the following three kinds of numbers.
(a) A prime number p (called p-type),
(b) product pq of two different primes ( called pq-type ),
(c) p2 with a prime p ( called square-type ).
( N.B. Here p, q are taken so that /∈ P (1) ∪ Ψ(D). )

Assertion 3.3.1. (FGH conjecture) All w ∈ W (�) has the decomposition w = fgh where
f ∈ cl(P (1), g ∈ cl(Ψ(D)) and h ∈ H.

The reason of this conjecture is in the dark. In partuclar, the definitions of Ψ(D) and
H are curious. But enormous Numerical Research supports this Assertion. Note the
analogous flavour to DMH decomposition. To illustrate properties of W (�), we give here
three Examples.

3-4. ( Examples )
Before stating we explain some Notations.
1.( critical order λ0 ) Let r ∈ N . For w ∈ W with r2 � w, we put λ0 = Max{r2λw ∈ W}.

We call λ0 the r2-critical order of w.

2,( r2(∞)-proprty ) We say W satifies r2(∞)-property in case r2w ∈ W for all w ∈ W .
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If (8) ∈ F (0), Then W stisfies 4(∞)-property. And if (q) ∈ F (0), W satisfies q2(∞)-
property. On the other hand, in case (16) ∈ F (0), 4-critical order of w ∈ W takes various
value. Thus in Example 3.4.2., 3.4.3, we write 4-critical order of w ∈ W (�) as w((λ0)).

Example 3.4.1. W (1, 1, 13) : F (0) = 8. W (Tr) = 4λ(8μ + 3). We see W (�) = K1 ∪K2,
where K1 = 4λC1 with

C1 : 1, 5, 7, 32, 13, 17, 52, 29, 37, 41, 72, 5.11, 61, 73, 79, 3211, 101, 109, 112, 7.19,
5.29, 181, 229, 241, 271, 172, 337, 439, 3261, 19.31, 7.103, 769.

K2 = 4λ(2C2), with
C2 : 1, 3, 5, 7, 11, 17, 23, 41, 3252, 47, 53, 59, 53, 167, 317, 353.

Example 3.4.2. W (1, 1, 10): F (0) = (16). W (Tr) = 4λ(16μ + 6). We see W (�) =
K1 ∪ K2, where K1 = C1 with

C1 : 1((∞)), 3, 5, 7, 32, 11, 13((∞)), 17, 19((∞)), 3.7, 52, 29, 31, 3.11, 37, 41, 43, 72,
59, 61, 67, 73, 79, 3.29, 89, 7.13, 97, 109, 3213, 112, 7.19, 139, 5.29, 7.23, 132, 3219, 181,
211, 7.31, 3.73, 223, 229, 241, 11.23, 172, 293, 307, 5213, 337, 349, 192, 3241, 17.23, 11.41,
13.3 577, 613, 661, 7.97, 13.53, 7.103, 739, 829, 877, 7.127, 23.47, 1171, 1249, 1321, 1993,
2089, 2719, 3001.

We have K2 = 4λ(2C2) with
C2 : 1, 5, 7, 13, 17, 23, 47, 53, 7.11, 11.13 7.41.

Example 3.4.3 W (1, 3, 5) : (F (0) = (5). W (Tr) = 25λ1(25μ + 10) ∪ 25λ2(25μ + 15).
W (�) = 25λ1K1 ∪ 25λ2K2 ∪ 25λ3K3 ∪ 25λ4K4. Here K1 = C1 where

C1 : 1((2)), 3, 7((1)), 11, 13, 19, 23, 29, 31, 37, 43, 47, 67, 71, 79, 7.13((1)), 103, 107,
127, 7.19, 139, 151, 163, 179, 181, 7.41, 17.19, 367, 443, 499, 571, 631, 19.73.

K2 = 2C2 with
C2 : 1((1)), 3, 7, 11, 17, 19, 23, 37, 43, 327, 79, 83, 149, 167, 347.
K3 = 5C3 with
C3 : 1((2)), 32, 11, 19, 31, 41, 72, 59, 79, 7.13, 7.17, 139, 151, 271, 311, 439, 499, 631,

691.
Finally K4 = 10C4 with
C4 : 3, 7, 13, 17((1)), 23, 33, 43, 47, 327, 67, 83, 3.29, 107, 173, 179, 7.31, 263, 307, 367,

443, 887.

4. W(3,4)-Problem

4-1. (Mysterious property A)
The structure of W (3, 4) lies completely in the dark. But we propose here a bold

conjecture. We denote W (ax3 + by3 + cz3 + dw3) as W (a, b, c, d), or W . ‖ W ‖ denotes
Max W . W has the following two mysterious properties.

(A) All the members of W are products of no, one or two large primes and small factors.
1. Deshoullier et. al. [2] found 7373170279850 = 2.5218521.7961957 is in W (1, 1, 1, 1).

And Bohman- Fröberg [1] gave two numbers
400000468109 = 11.59.787. 783143 and 400000802954 = 2.47.613.6941807 are in W (1, 1, 1, 1).

2. The following 5 numbers seem to be the largest 5 members of W (1, 2, 3, 4).
42532 = 227331, 45813 = 3.15271, 56544 = 253.19.31, 132244 = 227.4723, and 260448 =

253.2713. (T. Matsui [4]).

3. The following 5 numbers seem to be the largest 5 members of W (1, 1, 2, 2) (cf. [4]).
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17050452 = 223.23.163.379, 17120244 = 223.83.17189, 18022060 = 225.916103,
18987387 = 3.41.154369, 25872330 = 2.3.5.11.78401.

4-2. (Mysterious property B)
Observing Matsui’s Table [4] of ‖ W (a, b, c, d) ‖ for (k,m) = (3, 4) it seems plausible

that they are classified into the following three types.

Type I. ‖ W ‖ is of order 106, for (a, b, c, d) = (1, 1, 2, d); d = 3, 4, 5, 6, (1, 1, 2, d); d =
3, 4, (1,1,2,6), (1, 2, 3, d); d = 3, 4, 5, 6, 7, 9, (1,2,4,5), (1,3,4,6), (2,3,4,5) etc.

Type II. ‖ W ‖ is of order 1010, for (a, b, c, d) = (1, 1, 1, d); d = 2, 3, 4, (1,1,2,2), (1,1,2,7),
(1,1,2,9), (1,1,3,3), (1,1,4,4), (1,2,2,2), (1,3,3,6), (2,2,3,3), (2,3,3,6) etc.

Type III. ‖ W ‖ is of order 1013, for (a, b, c, d) = (1,1,1,1), (1,1,1,7), (1,2,7,7), (1,2,13,13),
(1,3,3,3), (1,5,5,5), (2,3,3,3) etc.

(B) The differences of their magnitude are very mysterious.

4-3. (A bold conjecture )
Property A, B are very curious ones. As a explanation of them, we propose the following

conjecture.
(Definition of Outer Form ) Take (a, b, c, d). We decompose a = Aα3, b = Bβ3, c =

Cγ3, d = Dδ3 where A,B,C,D are 3-power free. We make the following four forms.
Ax3 + By3 + Cz3/ GCD(A,B,C), Ax3 + Cz3 + Dw3/ GCD(A,C,D)
Ax3 + By3 + Dw3/ GCD(A,B,D) By3 + Cz3 + Dw3/ GCD(B,C,D).
We call them Outer Forms of W (a, b, c, d).

Here we try to explain (A), (B) using this concept.
Step 1. For (k,m) = (3, 4), we classify Outer Forms into three kinds.

( The criterion for classification is yet not clear. Thus we suggest it by showing numerical
examples.)

type 1. (1,2,3) type : (1, 2, c); c = 3, 4, 5, 6, (1,3,4), (2,3,4), (2,3,5) etc.
type 2. (1,1,2) type : (1, 1, c); c = 2, 3, 4, 5, 6, (1,2,2), (1,3,6), (2,2,3) (2,3,6) etc.
type 3. (1,1,1) type : (1,1,1), (1,1,7), (1,2,7), (1,2,13), (1, b, b); b = 3, 5, 7, (2,3,3) etc.

For W (a, b, c, d), we classify Type I - III by the following rule:
(Rule) We observe the four Outer Forms of W (a, b, c, d). Then
(a) If there exist Outer Form of type 1, (a, b, c, d) is of Type I,
(b) If there exist Outer Form of type 2, and no form of type 1, (a, b, c, d) is of Type II,
(c) If all the four Outer Forms are type 3, (a, b, c, d) is of Type III.

Now a bold conjecture is
TTC (Three type conjecture ).
(a) If W (a, b, c, d) is of Type I, ‖ W ‖ = 106μ(a, b, c, d),
(b) If W (a, b, c, d) is of Type II, ‖ W ‖ = 1010μ(a, b, c, d)
(c) If W (a, b, c, d) is of Type III, ‖ W ‖ = 1013μ(a, b, c, d)
Here the value of μ(a, b, c, d) remains within a reasonable range.

Remarks: TTC is a bold one. But it explains (B). And for (A), Examples given above
suggest that the differences of Types induce differences of natures of large divisors.

(2) Classification theory which has a similar fravour works in F-Problem of 4 variables.
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√
2 乗法をもつ曲線とHumbertのモジュラー

方程式の一般化について

酒井 祐貴子 (早稲田大学　基幹理工学研究科)

1 はじめに
代数曲線 X に対し, EndC(Jac(X)) が判別式 ∆ の実二次体の整数環を含むとき, X

は 判別式 ∆ の実乗法をもつという. Q上のアーベル多様体 A はE := EndQ(A) ⊗Z Q
が [E : Q] = dim(A) を満たす可換体となるとき特にGL2-typeというが, 実乗法をもつ
超楕円曲線はこのGL2-typeアーベル多様体の一例となっている. GL2-typeのアーベル
多様体に関しては, その概念を導入した Ribetと SerreによりGL2予想という Serre予
想の特別な場合にあたる予想が知られている. GL2予想は全ての Q 上の楕円曲線はモ
ジュラーであるという志村-谷山予想の高次元化としてもとらえられ, 数論幾何学の重要
な話題の一つである. 近年, Serre予想はKhareなどにより解決されたが, modularityを
使わないGL2-typeのアーベル多様体の具体例はほとんど知られていない. 筆者の取り
組みはGL2-typeのアーベル多様体を出来る限り一般的かつ具体的に構成し, GL2予想
を検証することである.

特に ∆ = 5, 8 の実乗法をもつ超楕円曲線については, Humbert [7] によって古典的な
射影幾何学の定理であるPoncelet の閉形定理 ([1]参照) と深い関係があることが知られ
ている. またHumbertはその結果として曲線 X を y2 = f(x):

f(x) =

{
(x− x1) · · · (x− x5), ∆ = 5,

x(x− x1) · · · (x− x4), ∆ = 8

と正規化したとき, X が ∆ = 5, 8 の実乗法を持つための条件式 (以下, Humbert のモ
ジュラー方程式と呼ぶ.) H5(x1, . . . , x5) = 0, H8(x1, . . . , x4) = 0 をそれぞれ求めてい
る. Humbertはテータ関数やクンマー曲面の理論を使ってそれらを示したが, 筆者は修
士論文において, 幾何学を使ったより初等的な方法で∆ = 5 の実乗法をもつ超楕円曲線
を構成し, さらに曲線上の代数対応が引き起こす写像が, EndC(Jac(X))において判別式
∆ = 5 の実二次体の整数環となることを示した. またその応用として, y2 = (6次式) で
定義される曲線に対し, Humbertの条件式の一般化と言える, より一般的で対称性が見
やすい条件式を与えた. その後の橋本喜一朗氏との共同研究で ∆ = 8 の場合にも類似
の結果が得られている ([5]参照).

本稿は Ponceletの 5角形及び 4角形を用いた, ∆ = 5, 8 それぞれの実乗法をもつ超楕
円曲線の構成とHumbertのモジュラー方程式の一般化に関する結果の紹介である.
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2 Humbert の結果
射影平面P2(C)の双対空間を (P2)∗ = {P2内の直線 }, また, D ⊂ P2を 2次曲線とした

ときD∗でDの接線全体の集合を表すことにする. 本稿を通じて, D0, D1は 4点で交わる
射影平面P2上の相異なる2次曲線を表すものとする. D0上の点列K = (P1, . . . , Pn+1)が
D1に関するPonceletの折れ線である, とはPi+1 ̸=Pi−1かつPiとPi+1を結ぶ直線PiPi+1

が全てD1に接することをいう. 更に P1 = Pn+1のときKを Ponceletの n角形という.

Theorem 2.1 (Poncelet, 1822). D0, D1を 4点で交わる射影平面 P2上の相異なる 2次
曲線, nを 3以上の整数とする. このときPiPi+1 ∈ D1

∗, Pn+1 = P1 (1 ≤ i ≤ n) をみたす
D0上の n個の点列が存在するならば, 任意のQ1 ∈ D0に対しQiQi+1 ∈ D1

∗, Qn+1 = Q1

をみたす点列Q2, . . . , Qn+1が存在する.

Humbertはテータ関数や Kummer曲面の理論を用いて Ponceletの多角形と判別式
∆ = 5, 8の実乗法を持つ種数 2の曲線との関係を導いた.

Theorem 2.2 (Humbert [7], ∆ = 5). K = (P0, P1, . . . , P5 = P0) を D0, D1 に対する
Poncelet の 5 角形とし, P6 を D0, D1 の交点の 1 つとする. このとき, C の 2 重被覆
X でその分岐点がちょうど {P1, . . . , P6} となるものは種数 2 の超楕円曲線で, そのヤ
コビ多様体は ∆ = 5 の実乗法をもつ. すなわち Z[1

2
(−1 +

√
5)] ⊆ End(JacX) を満たし

ている.

Theorem 2.3 (Humbert [7], ∆ = 5). X を次式で定義される種数 2 の曲線とする:

X : y2 = (x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− x5). (1)

このとき, Jac(X) が ∆ = 5 の実乗法を持つ必要十分条件は x1, . . . , x5 の適当な並べ替
えに対して等式 H5(x1, . . . , x5) = 0 が成立することである. ただし, H5 は

H5(x1, . . . , x5) =

( 4∑
i=0

σi
(
x2
1(x3 − x4)(x2 + x5)

))2

(2)

− 4

( 4∑
i=0

σi
(
x2
1(x3 − x4)

))( 4∑
i=0

σi
(
x2
1x2x5(x3 − x4)

))
,

σ : x1 7→ x2 7→ x3 7→ x4 7→ x5 7→ x1.

∆ = 8の場合, Humbertの結果は次のように述べられる.

Theorem 2.4 (Humbert [7], ∆ = 8). K = (P1, . . . , P4)をD0, D1に対する Poncelet

の 4角形とし, P5, P6をD0とD1の交点とする. このとき, D0の 2重被覆X でその分
岐点がちょうど {P1, . . . , P6} となるものは種数 2の曲線で, その Jacobi多様体は二つ
の楕円曲線の積に分解する (∆ = 4 の場合 )か, ∆ = 8の実乗法を持つ. 後者の場合は
Z[
√
2] ⊆ End(JacX)となる.
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Theorem 2.5 (Humbert [7], ∆ = 8). Xを次式で定義される種数 2の曲線とする.

X : y2 = x(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4).

このとき, Jac(X)が∆ = 8の実乗法を持つ必要十分条件は x1, . . . , x4の適当な並べ替え
に対して等式H8(x1, . . . , x4) = 0 が成立することである. ただし, H8は

H8(x1, x2, x3, x4) = 4x1x2x3x4

(
(x1 + x3)(x2 + x4)− 2(x1x3 + x2x4)

)2

(3)

− (x1 − x3)
2(x2 − x4)

2(x1x3 + x2x4)
2.

3 平面2次曲線上の代数対応
実乗法を持つ代数曲線の構成において重要となるのが平面 2次曲線に対するPoncelet

型の代数対応 T である. D0, D1 ⊂ P2を 4点で交わる 2次曲線, P をD0上の一般の点と
すると P からD1には 2本の接線 ℓ, ℓ′が引け, それぞれのD0との (P とは異なる)交点
Q1, Q

′
1が得られる. このようにして P 7→ {Q1, Q

′
1}なる 2次の代数対応

T = {(P,Q) ∈ D0 ×D0 | ℓ := PQ ∈ D∗
1}

が得られる. 最初の問題は, T の定義方程式を具体的に求めることであるが, ここでは簡
単のため, D0を

D0 : y = x2 (4)

と取り, D0 ∋ (x, x2) 7→ x ∈ P1によってD0と P1を同一視する. もう一方の 2次曲線D1

は一般形

D1 : c6 + c4x+ c1x
2 + c5y + c3xy + c2y

2 = 0, ci ∈ C (5)

で与えておく. このとき, 上記の代数対応を考えると, D0 上の一般の位置にある 2点
P = (x, x2), Q = (z, z2)を通る直線がD1に接する条件を書き下すことにより次の結果
を得る. P2における 2つの 2次曲線D0, D1が上式 (4), (5)で与えられるとき, D0上の
Poncelet型の代数対応 T の定義方程式は次式で与えられる:

A1(x, z) := a6 + a4xz + a1x
2z2 + a5(x+ z) + a2xz(x+ z) + a3(x+ z)2 = 0, (6)

(a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (−4c1c2 + c23,−2(2c2c4 − c3c5), c
2
5 − 4c2c6

− 2(c3c4 − 2c1c5), 2(c4c5 − 2c3c6), c
2
4 − 4c1c6). (7)

ここで, A1(x, z)は x, zの対称式で各変数について 2次式であることに注意する. また,

(7)を逆に解いて {ai}から {ci}を求めるには根号が必要だが, 次の結果は 2次曲線D1が
A1(x, z)から有理的に決定されることを示している. c1, . . . , c6を独立変数とみなし,

λ := 8(c2c4
2 − c3c4c5 + c1c5

2 − 4c1c2c6 + c3
2c6)
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とおく. λ ̸= 0のとき, (a1, . . . , a6)を (7)で定めると次の恒等式が成立する:

λc1 = (a4
2 − 4a1a6)/2,

λc2 = (a2
2 − 4a1a3)/2,

λc3 = a2a4 − 2a1a5,

λc4 = a4a5 − 2a2a6,

λc5 = 2a3a4 − a2a5,

λc6 = (a5
2 − 4a3a6)/2.

(8)

次に上で述べた代数対応 T の合成を考える. T 2 = T◦T は 4価の代数対応になるが, 定
義よりそのうちの 2価は恒等写像であり, 残りの 2価の部分が長さ 2の Ponceletの折れ
線によって得られる点を対応させる代数対応 T2を定める. 作図により, T2の定義方程式
A2(x, z) = 0は終結式を用いて

A2(x, z) =
1

(x− z)2
Resu

(
A1(x, u), A1(z, u)

)
によって与えられる. 右辺の (x− z)2は恒等写像にあたる部分である. 係数を整理すれ
ばA2(x, z)は (6)と同様に

A2(x, z) = a′6 + a′4xz + a′1x
2z2 + a′5(x+ z) + a′2xz(x+ z) + a′3(x+ z)2

と書ける. ここで a′1, . . . , a
′
6は a1, . . . , a6の 4次同次式である.

以上の結果を用いると, Ponceletの 4, 5 角形に関して次の補題が得られる.

Lemma 3.1. D0, D1 に対して Ponceletの 4 角形が得られるための必要十分条件は, 上
記の A2(x, z) が x, z の完全平方式の定数倍になることである：

A2(x, z) = c ·B(x, z)2, c ∈ C.

Remark 3.2. B(x, z) = 0 は D0 の対合写像

(x, x2) ∈ D0 7→ (z, z2) ∈ D0

を与えている. このとき z = x とも記す.

Lemma 3.3. D0, D1 に対して Ponceletの 5 角形が得られるための必要十分条件は 上
記の A1(x, z), A2(x, z) に対し,

1

(x− z)2
Resu(A2(u, z), A2(u, x)) = c′ · A1(x, z), c′ ∈ C

が成り立つことである.
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4 種数 2 の曲線とPoncelet型代数対応の持ち上げ
一般に種数 2の曲線は超楕円曲線となる. これを射影直線 P1の二重被覆とみなすと,

ちょうど 6個の点で分岐する. 本研究の基本的アイデアの一つは, P1を射影平面上の 2

次曲線D0で置き換え, 前節の結果を種数 2 の曲線と関連付けることである.

まず∆ = 5の場合の結果について述べる (詳細は [8]参照). この場合, 分岐点として
D0に内接する Ponceletの 5角形の 5頂点 P1, . . . , P5を選ぶ. 残りの 1個 の分岐点は 2

つの 2次曲線の交点から選ぶことにする. この時, 曲線の同型類は 4点の交点のうちど
の 1点を選んでも変わらないことがわかる. この点を P6とし, 今後のために

Pi = (xi, x
2
i ) (1 ≤ i ≤ 6)

と定める. このときA1(x, x6) = c (x− α)2, A2(x, x6) = c′(x− β)2をみたす α, β ∈ Cが
それぞれ唯一存在する (c, c′ ∈ C).

以上の設定の下で, 超楕円曲線

X : y2 = f(x) := (x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− x5)(x− x6) (9)

が得られる. 更に, X上の有理関数

j(x) := (x− x6)(x− α)(x− β)

を考える. このとき次の定理が成り立つ.

Theorem 4.1 ([8], ∆ = 5). 写像 π : X → D0を上記の 2重被覆写像とするとき, D0

上の Poncelet型代数対応 T = T1, T2をX上の 2次の代数対応 T̂1, T̂2に持ち上げること
ができる. T̂i ⊂ X×Xは次のように定まる:(

(x, y), (u,w)
)
∈ T̂i (i = 1, 2)

def⇐⇒ j(u)y = j(x)w, A1(x, u) = 0.

さらに, T̂iは Pic0(X)の自己準同型写像 ϕiを引き起こし, 次式が成立する.

ϕi
2 + ϕi − 1 = 0 (i = 1, 2).

一方 ∆ = 8の場合は Ponceletの 4角形の 4頂点 P1, . . . , P4 の他にもう 2点を選ぶ
必要があるが ∆ = 5の場合と違い, D0 ∩ D1 から 2点を選ぶ際は少々注意が必要で
ある. 実際, D0, D1 の 4つの交点 D0 ∩ D1 = {P5, P

′
5, P6, P

′
6}は対合 B(x, z) = 0に

よって 2点ずつ対になり, B(x5, x
′
5) = 0, B(x6, x

′
6) = 0をみたすことがわかる. 更に

A1(x, x5) = c(x − η1)
2, A1(x, x6) = c′(x − η2)

2をみたす η1, η2 ∈ Cがそれぞれ唯一決ま
る. よって∆ = 8の場合は 6個の分岐点として, Ponceletの 4角形の頂点 Pi(1 ≤ i ≤ 4)

と P5, P6 ∈ D0 ∩D1を選ぶことにする. すなわちB(x5, x6) ̸= 0となるようにD0, D1の
2つの交点を選んで, 種数 2の曲線を方程式 (9)によって定める. この曲線上への前節の
D0上の代数対応 T の「持ち上げ」を考える. その際, 鍵になるのが次の補題である. ま
ず P∞を x = ∞に対応するD0の点とし, P∞からD1への 2本の接線が再びD0と交わ
る点をQ∞, Q∞ ∈ D0とする.

AC2009 64



Lemma 4.2 (∆ = 8). 上記のQ∞, Q∞の座標をQ∞ = (u∞, u∞
2), Q∞ = (u∞, u∞

2) と
し, X上の有理関数を

j(x) :=
(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− η1)(x− η2)

(x− u∞)3(x− u∞)3

とおくと, 次が成り立つ.

(1) j(x) = −j(x),

(2) A1(u, xi) = 0 (i = 1, 2) ⇒ f(x1)f(x2) = j(u)2.

有理関数 j(x)により, ∆ = 8の場合の代数対応 T の「持ち上げ」の存在とその表示式
を与えることが可能になる.

Theorem 4.3 (∆ = 8). 超楕円曲線Xを上のように定めるとき, D0上のPoncelet型代
数対応 T をX上の 2次の代数対応 T̂ に持ち上げることができる. T̂ ⊂ X ×Xは次のよ
うに定まる: A1(x, ui) = 0 (i = 1, 2), B(u1, u2) = 0とするとき(

(x, y), (ui, wi)
)
∈ T̂ (i = 1, 2)

def⇐⇒ w1w2 = j(x). (10)

このとき, T̂ は Pic0(X)の自己準同型写像 ϕiを引き起こし, 次式が成立する:

ϕ2 − 2 = 0.

最後の関係式は, 以下の様に因子の計算から示される.

ϕ : (u,w) 7→(x1, y1) + (x2, y2),

ϕ2 : (u,w) 7→(u,w) + (u,w1) + (u,w) + (u,w2)

= (u,w) + (u,w1) + (u,w) + (u,−w1)

より

ϕ2 − 2id : (u,w) 7→ (u,w1) + (u,−w1)

= div(x− u)0 ∼ div(x− u)∞ = div(x)∞

となり, これは Pic0(X)で ϕ2 − 2がゼロ写像であることを示している.

5 モジュラー方程式の一般化
Humbert のモジュラー方程式 (2)は (1)で定義される曲線が∆ = 5 の実乗法を持つ条

件を与えていた. ここでは (9) で定まる曲線に対するモジュラー方程式を与える.
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Theorem 5.1 (∆ = 5). (9)で定めた超楕円曲線 X のヤコビ多様体が ∆ = 5 の実乗法
を持つ条件は x1, . . . , x6 の適当な並べ替えに対して等式 H ′

5(x1, . . . , x6) = 0 が成立す
ることである. ただし, H ′

5 は以下のように表示される多項式である.

H ′
5(x1, . . . , x6)

:=(x3 − x4)
2(x2 − x5)

2(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x1 − x5)(x6 − x2)(x6 − x3)(x6 − x4)(x6 − x5)

+(x1 − x3)
2(x4 − x5)

2(x2 − x1)(x2 − x3)(x2 − x4)(x2 − x5)(x6 − x1)(x6 − x3)(x6 − x4)(x6 − x5)

+(x1 − x5)
2(x2 − x4)

2(x3 − x1)(x3 − x2)(x3 − x4)(x3 − x5)(x6 − x1)(x6 − x2)(x6 − x4)(x6 − x5)

+(x1 − x2)
2(x3 − x5)

2(x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3)(x4 − x5)(x6 − x1)(x6 − x2)(x6 − x3)(x6 − x5)

+(x2 − x3)
2(x1 − x4)

2(x5 − x1)(x5 − x2)(x5 − x3)(x5 − x4)(x6 − x1)(x6 − x2)(x6 − x3)(x6 − x4).

更に, H ′
5(x1, . . . , x6)は x1, . . . , x6 の置換群の中で (12)(34)(56), (12345)で生成され, S5

と同型な 6 次可移群の作用で不変である.

[証明の概略]

K = (P1, . . . , P5) を Ponceletの 5 角形の頂点, P6 ∈ D1 ∩D2 とすると

A1(x1, x2) = A1(x2, x3) = A1(x3, x4) = A1(x4, x5) = A1(x5, x1) = 0

が成立する. これを A1(x, z) の係数 a1, . . . , a6 の連立 1 次方程式とみなして解き, 分母
を払うと a1, . . . , a6 が次のように表わされる:

a1 =
4∑

i=0

σi
(
x2
1(x4 − x3)

)
,

a2 =
4∑

i=0

σi
(
x2
1(x3 − x4)(x2 + x5)

)
,

a3 =
4∑

i=0

σi
(
x1x

2
2x3(x4 − x5)

)
,

a4 =
4∑

i=0

σi
(
x2
1x

2
2(x3 − x5) + x2

1x
2
3(x5 − x4)

)
,

a5 =
4∑

i=0

σi
(
x2
1x

2
2x4(x5 − x3) + x2

1x
2
3x2(x4 − x5)

)
,

a6 =
4∑

i=0

σi
(
x2
1x

2
2x

2
4(x3 − x5)

)
.

(11)

ここで, σ は次の位数 5 の巡回置換を表す :

x1 7→ x2 7→ x3 7→ x4 7→ x5 7→ x1.

一方, (x6, x
2
6) ∈ D0 ∩D1 であることから次式が成り立つ：

c6 + c4x6 + c1x
2
6 + c5x

2
6 + c3x

3
6 + c2x

4
6 = 0.
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この式に (8)の結果を代入し,更に (11)を代入するとx1, . . . , x6の関係式H ′
5(x1, . . . , x6) =

0 が得られる. これは同次 12 次式, 各 xi については 4 次式である. さらに次の注目す
べき等式が成り立つ：

H ′
5|x6=x1 =

(
(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x3 − x4)(x1 − x5)(x2 − x5)

)2

,

H ′
5|x6=x2 =

(
(x1 − x2)(x1 − x3)(x2 − x3)(x2 − x4)(x2 − x5)(x4 − x5)

)2

,

H ′
5|x6=x3 =

(
(x1 − x3)(x2 − x3)(x2 − x4)(x3 − x4)(x1 − x5)(x3 − x5)

)2

,

H ′
5|x6=x4 =

(
(x1 − x2)(x1 − x4)(x2 − x4)(x3 − x4)(x3 − x5)(x4 − x5)

)2

,

H ′
5|x6=x5 =

(
(x2 − x3)(x1 − x4)(x1 − x5)(x2 − x5)(x3 − x5)(x4 − x5)

)2

.

これを用いて Lagrange の補間公式を適用するとH ′
5 は対称性の高い与式のような表示

に出来る. �

Remark 5.2. この式で x6 = ∞ とすると Humbert の与えたモジュラー方程式 (2) を
得ることが出来る. より正確には, 以下の等式が成立する:(

x6
4H ′

5(x1, . . . , x5, 1/x6)
)∣∣∣

x6=0
= −H5(x1, . . . , x5).

∆ = 8 の場合についても, 同様に次の結果が得られる.

Theorem 5.3 (∆ = 8). 式 (9)で定めた超楕円曲線XについてX のヤコビ多様体が∆ =
8 の実乗法を持つ条件は x1, . . . , x6 の適当な並べ替えに対して等式 H ′

8(x1, . . . , x6) = 0
が成立することである. ただし, H ′

8 は以下のように表示される多項式である.

H ′
8(x1, . . . , x6) :=

(x2 − x4)
2(x3 − x5)

2(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x1 − x5)(x6 − x2)(x6 − x3)(x6 − x4)(x6 − x5)

+(x1 − x3)
2(x4 − x5)

2(x2 − x1)(x2 − x3)(x2 − x4)(x2 − x5)(x6 − x1)(x6 − x3)(x6 − x4)(x6 − x5)

+(x1 − x5)
2(x2 − x4)

2(x3 − x1)(x3 − x2)(x3 − x4)(x3 − x5)(x6 − x1)(x6 − x2)(x6 − x4)(x6 − x5)

+(x1 − x3)
2(x2 − x5)

2(x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3)(x4 − x5)(x6 − x1)(x6 − x2)(x6 − x3)(x6 − x5)

+16(x1 − x2)(x2 − x3)(x1 − x4)(x3 − x4)(x1 − x5)(x2 − x5)(x3 − x5)(x4 − x5)(x1 − x6)(x2 − x6)

(x3 − x6)(x4 − x6).

H ′
8(x1, . . . , x6)は x1, . . . , x6 の置換群の中で (126)(345), (12)(34)(56), (13)(24)(65)で生

成される位数 48 の 6 次可移群 S4 × C2 の作用で不変である.

Remark 5.4. この式で x5 = 0, x6 = ∞ とするとHumbert の与えたモジュラー方程式
(3)が得られる. より正確には, 以下の等式が成立する:(

x6
4H ′

8(x1, x2, x3, x4, 0, 1/x6)
)∣∣∣

x6=0
= −H8(x1, x2, x3, x4).
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非正則素数の高速計算

谷口 哲也

1. 序
小論では, 非正則素数や非正則対の計算について既存の方法に触れた

後, それを受けて計算量を削減するための方向性を述べる.
以下, pで奇素数を表す. Bernoulli数Btは次の形式的巾級数の係数

で定義される:

x

ex − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
xn(1)

B1以外の奇数番目のBernoulli数B2n+1はすべて0である. 対 (p, 2t)(0 <
t < (p − 1)/2)が非正則であるとは, pがB2tを割り切ることである. p
に対する非正則対の個数のことを pの非正則指数とよび i(p) で表す. p
が正則であるとは i(p) = 0であることをいい, そうでない場合は非正則
であるという. pが非正則素数であることと 円分体Q(ζp)の類数 hpを
pが割りることは同値である.
非正則素数は無限に多く存在することが示されている. (たとえば

Washington[23, p.62])しかし正則素数の密度がexp(−1/2) = 0.60653 · · ·
であろうという予想は未解決であり, 無限に多く存在するかどうかも分
かっていない. 非正則素数は岩澤不変量とも関連している. 非正則素数
の他のいくつかの話題についてはRibenboim(吾郷 訳編)[13], [14]を参
照されたい.
過去の非正則素数の計算の一覧は Table 1のとおりである. 谷口

[18]は p < 100000の素数と p − 1の素因子が 7以下であるような素数
p ≤ 40, 824, 001に対する円分体Q(ζp)の相対類数 h−

p を計算し, h−
p の

p-整除性によって非正則素数を判別した. その結果 p = 40, 824, 001の
とき h−

p (61, 384, 565桁)は pで整除されること, すなわちこの pは非正
則素数であることを確かめた.

2. 計算方法
非正則対 (p, 2k)を求めるためには, Bernoulli数の分子の p-整除性を

みればよい. 方法としては
• Bernoulli数を表す合同式を用いる方法 (O(p2))
• 形式的巾級数を用いる方法 (O(p log2 p log log p))
• 多項式の零点を用いる方法 (O(p log2 p log log p))

1このプレプリントは, 奇しくも AC2009 の講演終了後 (v.1 は 12/10, v.2 は
12/12)arXiv にアップロードされていました. このことは木村巌先生からご教示いた
だきました.

1
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2 谷口 哲也

Table 1. 過去の非正則素数計算

範囲 著者
p < 165 Kummer
p < 619 Vandiver [20]

p ≤ 4, 001 Vandiver, D. H. Lehmer, E. Lehmer,
Selfridge, Nicol [11], [15], [21]

p < 5, 500 Kobelev [9]
p < 8, 000 Johnson [7]

p < 10, 000 D. H. Lehmer [10]
p < 25, 000 Selfridge, Pollack [16]
p < 30, 000 Johnson [8]
p < 32, 768 Wada [24]

p < 125, 000 Wagstaff [22]
p < 150, 000 Tanner, Wagstaff [19], [6]

p < 1.0 × 106 Buhler, Crandall, Sompolski [1]
p < 4.0 × 106 Buhler, Crandall, Ernvall, Metsänkylä [3]
p < 8.0 × 106 Shokrollahi [17]
p < 1.2 × 107 Buhler, Crandall, Ernvall, Metsänkylä [4]

p < 1.63 × 108 Buhler, Harvey [2]1

がある. まずこれらの概要を述べた後,計算の下支えをしているNewton
法や FFT 乗算, Nussbaumer法について触れる.

2.1. B2k mod pの既存の計算方法.

2.1.1. Bernoulli数を表す合同式を用いる方法. 初期の非正則対の計算
は, Bernoulli数B2k mod pに関する合同式によって行われた. これら
の合同式による非正則対の計算にはO(p2)の計算量が必要である.
基本となる合同式は

(b − bp−2k)
B2k

2k
≡

∑
0<s<p

⌊
bs

p

⌋
a2k−1 (mod p), (p − 1) � 2k, p � b, b ∈ N

であるが, 右辺の項数は p − 1項もある. より項数の少ない合同式とし
て以下のものなどが知られている.
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非正則素数の高速計算 3

Proposition 1. c(x, y, z) = xp−2k + yp−2k − zp−2k − 1とおく. 素数
p > 8と 2 ≤ 2k ≤ p − 3に対して次が成り立つ:

c(3, 4, 6)B2k/4k ≡
∑

p/6<s<p/4

s2k−1 (mod p),

(2)

c(2, 3, 4)B2k/4k ≡
∑

p/4<s<p/3

s2k−1 (mod p),

(3)

c(4, 5, 8)B2k/4k ≡
∑

p/8<s<p/5

s2k−1 +
∑

3p/8<s<2p/5

s2k−1 (mod p),

(4)

c(2, 5, 6)B2k/4k ≡ (22k−1 + 1)
∑

p/6<s<p/5

s2k−1 − 22k−1
∑

3p/10<s<p/3

s2k−1 (mod p),

(5)

(22k−1 + 32k−1 + 62k−1 − 1)B2k/4k ≡
∑

0<s<p/4

(p − 6s)2k−1 (mod p2).

(6)

(5)はVandiver[20], (6)は E.Lehmer[12]で示されている. (2), (3)で
は p/12項ほど, (4), (5)ではそれぞれ p/10項, p/15 項ほどの計算で済
む. これらに類似した合同式に関連する話題は [14]を参照されたい.
実際にB2k mod pが 0になるかどうかの判定は次のように行う. ま

ず (5)の右辺を計算し,結果が mod pで0にならなかった場合は (p, 2k)
は非正則対ではない. 0なった場合は c(2, 5, 6) mod pを求め, この値
が 0でなければ (p, 2k)は非正則対である. もし c(2, 5, 6) ≡ 0 mod pに
なった場合は (2), (3), (4)でなどで再計算する. これらも 0になる場合
は (6)を用いる. Wagstaff[22]はこの方法で p < 125000の非正則対の計
算を行い, さらに上記の合同式より項数の少ないものを探索したが発見
することができなかった. Tannerら [19]は p/18項ほどでB2k mod p
を計算することができる合同式を発見し, p < 150000の範囲の非正則
対を求めた.

2.1.2. 形式的巾級数を用いる方法. 1990年代に入ると形式的巾級数を
用いて非正則対を求める手法が登場した.
基本的にはBernoulli数に関する等式 (1)を用いて素数 pに対する非

正則対 (p, t)を求める. そのためには (1)を Fp係数で考えて第 p − 1項
まで近似計算すればよい. これは Fp係数の形式的巾級数

ex − 1

x
=

∞∑
n=0

1

n!
xn−1(7)

を mod xp−1で考え, 逆数近似を Newton反復で求めることによって
実現できる.
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この方法の計算量の評価は次のとおりである. まず, (7)から近似計
算に必要な多項式を切り出す. その次数は pに比例する. Newton反復
の中の多項式乗算に必要な計算量はO(p log p log log p)である. これは
上記多項式の次数が pに比例すること, 多項式の乗算に FFTによる高
速乗算を用いることで得られる. また, 必要な近似精度を得るのに必要
なNewton反復の回数は log pに比例する. まとめると, この方法で非正
則対を求めるのに必要な計算量はO(p log2 p log log p)である.

Buhlerら [1]は, p < 106の非正則対を求めた. 彼は (7)の逆数近似に
よる (1)の計算をベースとしているが, (1)の代わりに

x2

cosh(x) − 1
= −2 +

∞∑
n=0

(2n − 1)B2n

(2n)!
x2n

を用いている. この巾級数の係数にはB2n+1(= 0)は現れずB2nのみが
現れる. したがって必要な項数も p/2程度となりメモリの無駄が省け計
算の手間も削減される. さらに彼らは “Multisectionning idea”を用い
た. これは, 式

x√
2

cosh(x/
√

2)

sinh(x
√

2)
=

∞∑
n=0

2nBan

(2n)!
x2n =

A0(x) + A2)(x) + A4(x) + A6(x)

D(x)

を用いるものである. ただし,

Ak(x) =
∞∑

n=0

Akn

(8n + k + 3)!
x8n+k, D(x) =

∞∑
n=0

Dn

(8n + 4)!
x8n

であり, Ai, Diは簡単な漸化式で求められる数である. したがって, こ
の計算では p/8次程度の多項式D(x)の逆数近似をすれば十分であり,
メモリ使用量のピークをさらに抑えることができる.

Buhlerら [3]では基本的に上記と同じアイデアを用いて計算している
が, 計算範囲の拡大に伴い, 分割数を 8から 12へと増加させている.

2.1.3. 多項式の零点を用いる方法. Shokrollahi[17]は 8× 106 以下の非
正則対の計算を発表した. 彼の方法は B2k mod pの計算を ある 2つ
の多項式のネガサイクリックコンボリューションに帰着するものであ
る. 計算量はO(p log2 p log log p)である.
まず, 用語の定義を述べる.

Definition 2 (サイクリック/ネガサイクリックコンボリューション).
長さDの 2つの配列

f = (f0, f1, . . . , fD−1), g = (g0, g1, . . . , gD−1)

に対して, 長さDの配列 hを

h = (h0, h1, . . . , hD−1), hn =
∑

i+j≡n mod D

figj
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と定義する. hを f × gで表し, fと gのサイクリックコンボリューショ
ンとよぶ. また, 長さDの配列 kを

k = (k0, k1, . . . , kD−1), kn =
∑

i+j=n

figj −
∑

i+j=D+n

figj

と定義する. kを f×−gで表し, fと gのネガサイクリックコンボリュー
ションとよぶ.

pを奇素数とし, 0 < w < pを法 pに関する原始根, 1 ≤ c ≤ p − 1を
整数とする. 多項式

hc(x) :=

p−2∑
j=0

⌊
c(w−j mod p)

p

⌋
xk ∈ Fp[x]

について次が成り立つ.

Proposition 3 ([4, Theorem 2.1]). 奇素数 pと自然数 1 ≤ c ≤ p − 1,
1 ≤ k ≤ p − 2に対して

hc(w
k) ≡ (c − ck)

Bp−k

p − k
mod p.

したがって (p, 2t)が非正則対であることとhw(wp−2t) = 0であること
は同値であり, 問題は多項式の零点の計算に帰着された. さらに η(x) =
(x − 1)hw(x)/(x(p−1)/2 − 1)とおくと, p �= 2より hw(wp−2t) = 0と
η(wp−2t) = 0は同値である. よって (p − 1)/2次以下の多項式の零点計
算をすれば十分である.
いわゆるBluesten’s trickにより,多項式の零点を求めることは (ネガ)

サイクリックコンボリューションの計算に帰着できる. (p−1)/dが偶数
となるような dに対して, d次未満の多項式 f(x) =

∑
i<d fix

i ∈ Fp(x)
の零点を F×

p の位数 dの巡回部分群 〈u〉の coset C = {αui | 0 ≤ j < d}
の中から探すためには次のようにすればよい. 多項式 g(x) ∈ Fp[x]を

g(x) =
∑
i<d

fiα
ixi =

∑
i<d

gix
i

とおく. f(x)のC上の零点を求めるためには g(x)の 〈u〉上の零点を求
めれば十分である. さて, (p− 1)/dが偶数であるので u = v2となるF×

p

の元 vが存在する. vを用いて g(uj)を次のように変形する:

g(uj) =
∑

i

giv
i2+j2−(j−i)2 = vj2

∑
i

v−(j−i)2 .

hi := giv
i2 , vi := v−i2 とおくと上の最右辺は, dが偶数のときは (hi) ×

(vi), dが奇数のときは (hi) ×− (vi)で計算することができる.
Buhlerら [4]はこの手法を利用して, 1.2× 107以下の非正則素数の計

算を行った.
2009年 12月 10日にBuhlerらは非正則素数の計算を 1.63× 108まで

拡張した, という報告を arXivにアップロードしている [2]. この計算で
は形式的巾級数による方法と Voronoiの合同式による方法を用いてい
る. 両者の計算量は等しくO(p log2+ε p)である.
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6 谷口 哲也

2.2. 計算を下支えするアルゴリズム.

2.2.1. Newton法. 形式的巾級数 f ∈ Z[[x]]の逆数 f−1の近似 gを求め
るためには, 以下の方法をとる.
まず, 形式的巾級数の基本的な性質であるが, f(t) =

∑D−1
j=0 fjt

j に
対して f0 が可逆ならば f(t)−1 が存在し, その形は具体的に 1/f(t) =
1−(f1/f

2
0 ) t+(f2

1 /f3
0 − f2/f

2
0 ) t2+· · · と書くことができる. このとおり

に逆数を計算すると速度的に不利であるため, Newton反復 (Algorithm
1)で逆数近似を行う. f0 = 1ならば各係数の分母を考慮する必要がな
いため, 逆数計算はとくに簡潔になる.

Algorithm 1 Newton法
Require: f(t): f0 = 1なる多項式.
Ensure: 逆元近似 g ∈ R[x,N ]多項式.

1.[Init] g(t) = 1; n = 1;
2. [Newton反復]
while n < N + 1 do

n = 2n;
if(n > N + 1) n = N + 1;
h(t) = f(t) mod tn;
h(t) = h(t)g(t) mod tn;
g(t) = g(t)(2 − h(t) mod tn);

end while
return g(t);

2.2.2. FFT乗算. 多項式の高速乗算のよく知られたテクニックとして
FFT乗算がある. n − 1次以下の多項式 f(x), g(x) ∈ Z[x]を

f(x) =
n−1∑
i=0

fix
i, g(x) =

n−1∑
i=0

gix
i

と表す. 次数が n− 1より真に小さい場合は先頭に 0 を詰めて見かけの
次数を n − 1次に揃える. f(x), g(x)から長さ 2nの配列 f , gを次のよ
うに作る:

f = (f0, f1, . . . , fn−1, 0, . . . , 0), g = (g0, g1, . . . , gn−1, 0, . . . , 0)

f , gの長さ 2nの離散フーリエ変換をそれぞれDFT2n(f), DFT2n(g)で
表すと, 離散フーリエ変換の畳み込み定理から

f × g =
1

2n
DFT−1

2n (DFT2n(f) · DFT2n(g)) ,

が成立する. f(x)g(x)はf×gの係数から復元することができる. ここで
DFTの計算にFFTを用いると, f(x)g(x)の計算にはO(p log p log log p)
のみが必要であることが分かる.
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2.2.3. Nussbaumer法. ネガサイクリックコンボリューションの計算方
法としてNussbaumer法がある. これは次の命題を基礎においている.

Proposition 4 ([5, p.503]). f , gを長さが偶数Dの配列, u± = L(f)±
H(f), v± = L(g) ± H(g)とする. サイクリックコンボリューション×
とネガサイクリックコンボリューション ×−の間には次の関係が成り
立つ:

2(f × g) = [(u+ × v+) + (u− ×− v−)] ∪ [(u+ × v+) − (u− ×− v−)] .

ただし, L(f), H(f)はそれぞれ配列 f の前半部分, 後半部分である.

この命題の意味するところは, ネガサイクリックコンボリューション
の計算は長さが半分のサイクリックコンボリューションとネガサイク
リックコンボリューションの計算に帰着することができる, ということ
である.

Proposition 5 (Nussbaumer). Rを可換環, D = 2k = mr, m | r
とする. このとき, R係数の長さDの配列のネガサイクリックコンボ
リューションは, 多項式環の剰余環 S = R[t]/(tD + 1)内で, 先の配列
に対応する係数をもつ多項式の乗算に対応する. さらに S は剰余環
T = R[t]/(z − tm)と同型である. ただし T = R[z]/(zr + 1)である. ま
た, zr/mは T の中の−1のm乗根である.

この命題を次のように多項式乗算に適用する. Rの元を係数する多
項式 f(t) = f0 + f1t + · · ·+ fD−1t

D−1, g(t) = g0 + g1t + · · ·+ gD−1t
D−1

に対し, 対応する配列 f = (f0, f1, . . . , fD−1), g = (g0, g1, . . . , gD−1)を考
える. ネガサイクリックコンボリューション f ×− gは環 S内での多項
式の積 f(t)g(t)と対応する. さて, 多項式 f(t), g(t)を次のように分割
する:

f(t) =
m−1∑
j=0

Fj(t
m)tj,

g(t) =
m−1∑
j=0

Gj(t
m)tj.

ここで各多項式 Fj, Gjは環 T の元として解釈する. すなわち,

Fj(z) = fj + fj+mz + · · · + fj+m(r−1)z
r−1,

Gj(z) = gj + gj+mz + · · · + gj+m(r−1)z
r−1

とみる. 積 f(t)g(t)の計算は (先頭に 0を詰めて長さ 2mに調整した配
列の)サイクリックコンボリューション

Z = (F0, F1, . . . , Fm−1, 0, . . . , 0) × (G0, G1, . . . , Gm−1, 0, . . . , 0)

の計算に帰着された. zr/mが 1の原始 2m乗根であることより, この計
算はDFTで計算できる. また, 各要素同士の積には再帰的にネガサイ
クリックコンボリューションを用いればよい.
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2.3. アルゴリズムの改良の方向性. これまででみた非正則対の計算に
は, いずれも何らかの方法でDFTの計算に帰着して高速アルゴリズム
に落とし込んでいるが, 計算量は O(p log2 p log log p)が必要であった.
これを改良することを考える.
ベースとして巾級数による計算方法をとる. 前述のとおり, ある多項

式 f(x)の逆数近似によってB2k mod pを求めるのであるが, Newton
法では O(p)次の多項式の積を O(log p)回計算するため全体の計算量
は O(p log2 p log log p)である. そこで, 積をとる回数を O(1) 回にす
れば全体の計算量が O(p log p log log p)となる. その方法としてデコ
ンボリューションを用いることを考えた. すなわち与えられた多項式
f(x)に対して xm を f(x)で割った商 g(x) を求めるものであるから,
xm = f(x)g(x) + r(x)という関係が成り立つことに着目し, g(x)をデコ
ンボリューションで推定する.
この考えに基づき数値実験をおこなっており, デコンボリューション

1 回で割り算ができる場合とそうでない場合があることが分かった. 現
在この点を追求しているところである.
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1 関数体の塔

pを素数とし Fp2 を p2 個の元からなる有限体とする．その定数体が Fp2 であるものを Fp2 上
の関数体 F/Fp2 という．その種数を g(F)と，その有理点の個数を N(F)と書くことにする．

F = (F0, F1,F2, . . .)が Fp2 上の関数体の塔とは，次の２条件をみたすものをいう．(1) す
べての iに対し Fi+1/Fi は次数 2以上の分離拡大である．(2) ある sに対し g(Fs) > 1である．

λ(F ) = limi→∞N(Fi)/g(Fi)を F /Fp2 の極限という．F /Fp2 が最良とは λ(F ) = p − 1と
なるときをいう．ただし一般に 0 ≤ λ(F ) ≤ p − 1が知られている (Drinfeld-Vladut (1983))．

f (x, y) を Fp2 上の 2 変数多項式とする．F /Fp2 が方程式 f (x, y) = 0 によって再帰的に
定義される関数体の塔 とは，次の条件をみたすものをいう．(0) F0 = Fp2(x0) は有理関数
体である．(1) F1 = Fp2(x0, x1) は１つの方程式 f (x0, x1) = 0 が定義する関数体である．(2)
F2 = Fp2(x0, x1, x2)は２つの方程式 f (x0, x1) = f (x1, x2) = 0が定義する関数体である．· · ·
例１ (Garcia-Stichtenoth (1996))：方程式

y2 + (1 − x)2 − 1 = 0

によって再帰的に定義される F9 上の関数体の塔は最良 である． �

注意：この方程式は数学的な背景は考えずにただがむしゃらに探したように思われる．

Elkies (1997, 2001) は，上の Garcia-Stichtenoth の関数体の塔を次のような解釈を与え
た．方程式 y2 + (1 − x)2 = 1 の２変数 x と y に同時に 1 次分数変換 M を施すと，方程式
x2 = y(y + 1)(x + 1)を得る．ただし

Mt =
1

−t + 1
, M =

(
0 1
−1 1

)
∈ GLn(F3)

1
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とする．さらに，この方程式を標数零の体上にリフトすれば x2 = y(y + 16)(x + 16) となる．
現代の立場からみれば，この解釈では不十分 (標数零の体上にリフトするところが曖昧)．

この最後の方程式は次のような意味をもつ．H を上半平面とし q = e2πiz (z ∈ H) とする．
η(q) = q

1
24

∏∞
n=1(1 − qn)を Dedekind η関数とする．

y(q) =
(
η(q)
η(q4)

)8

, x(q) = y(q2)

に対し
x2(q) = y(q)

(
y(q) + 16

)(
x(q) + 16

)
が成り立つ．ただし y(q)はモジュラー曲線 X0(4)のハウプトモジュールである．

例２ (Garcia-Stichtenoth (1996))：方程式

y3 + (1 − x)3 − 1 = 0

によって再帰的に定義される F4 上の関数体の塔は最良である． �

2 Elkies予想

代数曲線 Xがある保型関数によってパラメトライズされるとき，Xをモジュラーという．

Elkies 予想１ (1997)：ある方程式 f (x, y) = 0によって再帰的に定義される Fp2 上の関数
体の最良塔はモジュラー (elliptic，Shimuraまたは Drinfeld modular curves)である． �

例３ (Garcia-Stichtenoth (2003))：p > 2 (p = 2は悪い還元)とする．このとき，方程式

y2 +
( 1 − x
1 + 3x

)2

= 1

によって再帰的に定義される Fp2 上の関数体の塔は最良である (注意：例１の一般化)． �

注意：この関数体の塔はガウスの算術幾何平均と関係がある．

Elkies (2001)の解釈によれば，上の方程式の２変数 xと yに同時にある 1次分数変換を施
せば，方程式 x2 = y(y+ 16)(x+ 16)を得る．この場合はリフトの必要がない．曖昧さがない．

例４ (Garcia-Stichtenoth (2003))：p > 2とする．このとき，方程式

y2 +
(1 − x
1 + x

)2

= 1

によって再帰的に定義される Fp2 上の関数体の塔は最良である． �

注意：この関数体の塔は Deuring多項式や算術幾何平均と関係がある．

上の方程式にある 1次分数変換を施せば，方程式 x2 = y(y + 8)(x + 4)を得る (Elkies)．

y(q) =
η4(q)η2(q4)
η2(q2)η4(q8)

, x(q) = y(q2)

に対し
x2(q) = y(q)

(
y(q) + 8

)(
x(q) + 4

)
が成り立つ．ただし y(q)はモジュラー曲線 X0(8)のハウプトモジュールである．
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例５ (Garcia-Stichtenoth (2003))：p > 2とする．このとき，方程式

y2 =
x2 + 1

2x

によって再帰的に定義される Fp2 上の関数体の塔は最良である． �

注意：この関数体の塔は Deuring多項式や算術幾何平均と関係がある．

上の方程式にある 1次分数変換を施せば，x2 = y(y + 4)(x + 2)を得る (Elkies)．

y(q) =
η2(q)η(q8)
η(q2)η2(q16)

, x(q) = y(q2)

に対し
x2(q) = y(q)

(
y(q) + 4

)(
x(q) + 2

)
が成り立つ．ただし y(q)はモジュラー曲線 X0(16)のハウプトモジュールである．

3 次数 2 (Elkies)

ここでは，第１章と第２章では紹介していないモジュラー方程式を紹介する．いずれも Elkies
によって発見された (2001)．

モジュラー曲線 X0(N),X0(N)/ωのレベル N が N = 2 × (偶数)の場合：その標準形は

x2 = y(y + A)(x + B)

である．モジュラー方程式と，それによって再帰的に定義される関数体の塔のもっとも底の
有理関数体 F0 に対応するモジュラー曲線の順に記述する．

x2 = y(y + 4)(x + 4), X0(12)/ω3

x2 = y(y + 2)(x + 2), X0(28)/ω7

x2 = y(y − 2)(x − 2), X0(12)

注意：３番目の方程式によって再帰的に定義される Fp2 (p , 2, 3)上の関数体の塔は最良
だろう (これは数値実験の結果)．他方，１番目と２番目は最良ではない．ところが，ある条
件をみたす素数 pに対しては，これらの関数体の塔は of finite ramification typeになる (その
条件とは，１番目については p ≡ 5 (mod 6)，２番目については p ≡ 3, 5, 6 (mod 7)である)．

関数体の塔 F = (F0,F1,F2, . . .)が of finite ramification type とは，すべての iに対し F0

のある点の集合 {P | Pは Fi/F0 における分岐 (branch)点 }が有限集合になるときをいう．
Elkies 予想２：ある方程式 f (x, y) = 0によって再帰的に定義される Fp2 上の関数体の塔

がもし of finite ramification typeなら，それはモジュラーである． �

モジュラー曲線 X0(N),X0(N)/ωのレベル N が N = 2 × (奇数)の場合：その標準形は

x2 = y(xy + Ax + B)

である．
x2 = y(yx + 48x + 4096), X0(2)

x2 = y(yx + 12x + 64), X0(6)/ω3

3
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x2 = y(yx + 8x + 16), X0(10)/ω5

x2 = y(yx + 6x + 8), X0(14)/ω7

x2 = y(yx + 4x + 4), X0(22)/ω11

x2 = y(yx + 2x + 2), X0(46)/ω23

x2 = y(yx − 6x − 8), X0(6)

x2 = y(yx − 2x − 4), X0(10)

x2 = y(yx + 6x + 4), X0(18)/ω9

x2 = y(yx + 2x + 4), X0(30)/ω3, ω5

x2 = y(yx + 4x + 2), X0(30)/ω15

x2 = y(yx + 16), [9]\H∗

x2 = y(yx + 4), [27]\H∗

x2 = y(yx + 2), [63]\H∗

Hを上半平面とし H∗ = H ∪Q ∪ {∞}とする．３つの群 [9], [27], [63]の定義は，ここには
書かない．

x2 = y(yx − 2), X0(18)

4 次数 3 (オリジナル)

例６ (例２の一般化)：p , 3とする．このとき，方程式

y3 +
( 1 − x

1 + 2x

)3

= 1

によって再帰的に定義される Fp2 上の関数体の塔は最良である． �

解釈：ある 1次分数変換を施すと，方程式 x3 = y(y2 + 9y + 27)(x2 + 9x + 27)を得る．こ
の方程式は次のような意味をもつ．

y(q) =
(
η(q)
η(q9)

)3

, x(q) = y(q3)

に対し
x3(q) = y(q)

(
y2(q) + 9y(q) + 27

)(
x2(q) + 9x(q) + 27

)
が成り立つ．ただし y(q)はモジュラー曲線 X0(9)のハウプトモジュールである． �

例７：p , 3とする．このとき，方程式

y3 =
x(x2 + 2x + 4)

x2 − x + 1

が定義する Fp2 上の関数体の塔は of finite ramification typeである． �

注意：この関数体の塔は最良だろう (これは数値実験の結果)．
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解釈：ある 1次分数変換を施すと，方程式 x3 = y(y2 − 3y + 3)(x2 − 3x + 3)を得る．この
方程式は次のような意味をもつ．

y(q) =
η(q9)η2(q2)
η(q)η2(q18)

, x(q) = y(q3)

に対し
x3(q) = y(q)

(
y2(q) − 3y(q) + 3

)(
x2(q) − 3x(q) + 3

)
が成り立つ．ただし y(q)はモジュラー曲線 X0(18)のハウプトモジュールである． �

ほかにも次のようなモジュラー方程式がある．

モジュラー曲線 X0(N),X0(N)/ωのレベル N が N = 3 × (3の倍数)の場合：その標準形は

x3 = y(y2 + A1y + A0)(x2 + B1x + B0)

である．
x3 = y(y2 + 3y + 9)(x2 + 3x + 9), X0(18)/ω2

x3 = y(y2 + 3y + 3)(x2 + 3x + 3), X0(36)/ω4

注意：上の２番目の方程式と例 7の方程式は，1次分数変換 ε(t) = −tによって移る．

モジュラー曲線 X0(N),X0(N)/ωのレベル N が N = 3 × (3の倍数以外)の場合：その標準
形は

x3 = y
(
(y2 + A1y + A0)x2 + (B1y + B0)x + C

)
である．

x3 = y
(
(y2 + 36y + 270)x2 + (729y + 26244)x + 531441

)
, X0(3)

x3 = y
(
(y2 + 12y + 54)x2 + (81y + 972)x + 6561

)
, X0(6)/ω2

x3 = y
(
(y2 + 6y + 15)x2 + (9y + 54)x + 81

)
, X0(15)/ω5

x3 = y
(
(y2 + 3y + 6)x2 + (3y + 9)x + 9

)
, X0(33)/ω11

x3 = y
(
(y2 − 12y + 30)x2 + (9y − 108)x + 81

)
, X0(6)

x3 = y
(
(y2 + 12y + 30)x2 + (9y + 108)x + 81

)
, X0(12)/ω4

x3 = y
(
(y2 + 6y + 12)x2 + (3y + 18)x + 9

)
, X0(24)/ω8

x3 = y
(
(y2 + 18)x2 − 27yx + 729

)
, [4]2\H∗

x3 = y
(
(y2 + 6)x2 + 9yx + 81

)
, [8]3\H∗

x3 = y
(
(y2 + 3)x2 + 3yx + 9

)
, [20]6\H∗

x3 = y
(
(y2 − 6)x2 − 3yx + 9

)
, X0(12)

x3 = y
(
(y2 + 6)x2 − 3yx + 9

)
, [16]6\H∗

x3 = y
(
y2x2 + 9yx + 27

)
, [16]4\H∗

x3 = y
(
y2x2 + 3yx + 9

)
, [32]6\H∗

x3 = y
(
y2x2 − 3yx + 3

)
, [8]12\H∗

x3 = y
(
y2x2 + 3yx + 3

)
, [64]12\H∗
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5 次数 5 (オリジナル)

モジュラー曲線 X0(N),X0(N)/ωのレベル N が N = 5 × (5の倍数)の場合：

x5 − y(y4 + 5y3 + 15y2 + 25y + 25)(x4 + 5x3 + 15x2 + 25x + 25), X0(25)

注意：p , 5 を素数とする (p = 5 は悪い還元)．この方程式によって再帰的に定義される
Fp2 上の関数体の塔は of finite ramification typeである．

モジュラー曲線 X0(N),X0(N)/ωのレベル N が N = 5 × (5の倍数以外)の場合：その標準
形は

x5 = y( f4(y)x4 + f3(y)x3 + f2(y)x2 + f1(y)x + A), deg fn = n

である．

x5 =y
(
(y4 + 30y3 + 315y2 + 1300y + 1575)x4 + (125y3 + 3750y2 + 39375y + 162500)x3

+ (15625y2 + 468750y + 4921875)x2 + (1953125y + 58593750)x + 244140625
)
, X0(5)

x5 =y
(
(y4 + 10y3 + 55y2 + 140y + 175)x4 + (25y3 + 250y2 + 1375y + 3500)x3)

+ (625y2 + 6250y + 34375)x2 + (15625y + 156250)x + 390625
)
, X0(10)/ω2

x5 =y
(
(y4 + 10y3 + 35y2 + 60y + 55)x4 + (5y3 + 50y2 + 175y + 300)x3

+ (25y2 + 250y + 875)x2 + (125y + 1250)x + 625
)
, X0(20)/ω4

x5 =y
(
(y4 − 10y3 + 35y2 − 60y + 55)x4 + (5y3 − 50y2 + 175y − 300)x3

+ (25y2 − 250y + 875)x2 + (125y − 1250)x + 625
)
, X0(10)

x5 =y
(
(y4 + 15y2 + 45)x4 + (−25y3 − 225y)x3

+ (375y2 + 1875)x2 − 3125yx + 15625
)
, [4]2\H∗

x5 = y
(
(y4 + 10y)x4 + (5y3 + 50)x3 + 25y2x2 + 125yx + 625

)
, [9]3\H∗

x5 =y
(
(y4 + 5y2 + 15)x4 + (−5y3 − 25y)x3

+ (25y2 + 125)x2 − 125yx + 625
)
, [8]3\H∗

x5 =y
(
(y4 + 5y2 + 5)x4 + (5y3 + 15y)x3

+ (15y2 + 25)x2 + 25yx + 25
)
, [16]6\H∗

x5 =y
(
(y4 − 5y2 + 5)x4 + (−5y3 + 15y)x3

+ (15y2 − 25)x2 − 25yx + 25
)
, [4]6\H∗

x5 = y(y4x4 + 5y3x3 + 15y2x2 + 25yx + 25), [36]6\H∗
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