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1. Introduction

計算機の発達とともに代数体の様々な不変量を計算するアルゴリズムの研究が進
み Computational Number Theory とでも呼ぶべき分野が発展しつつある．有限次
代数体 F の最も基本的な不変量であるイデアル類群 ClF と単数群 EF を計算する
十分実用になるアルゴリズムが多くの人により開発され，いくつかのソフトウェア
パッケージに実装されている．しかしながら F の判別式が大きくなると現実的な時
間で計算を完了するために一般 Riemann予想 (GRH) を仮定したり，類群だけを求
めたい時にも類群と単数群を並行して計算しなければならない等，改良すべき点も残
されている．
今回我々が提案するのは，F が有限次アーベル体で p が F の次数 [F : Q] を割

らない奇素数の時に，類群の p-part ClF {p} を新しい原理に基づいて計算するアル
ゴリズムである．GRH は必要なく，基本単数を求めることなしに ClF {p} を計算で
きる．
AF = ClF {p} とおくと，複素共役 J の作用で AF は plus part と minus part の

直和に分解できる．

AF = A+
F ⊕A−

F , A±
F = {x | x ∈ AF , Jx = ±x}.

我々の方針は A−
F と A+

F のよい性質をもつ annihilatorを用いて A−
F 及び A+

F の生
成元を具体的に記述しようというものである．A−

F については古典的な Stickelberger

元がよい性質をもつ annihilator として知られており，Gauss 和を使って A−
F の

生成元を記述できる．A+
F については近年の Kolyvagin-Rubin-Thaine の研究によ

り Stickelberger 元の類似物が構成されており，Gauss 和の代わりに円単数の Euler
System から得られる元が生成元を記述する．数学的な部分は投稿中の論文を見て頂
くことにして，ここではアルゴリズムを中心に解説しよう．
この共同研究は隅田浩樹氏が最近開発した A+

F の位数を計算する優れたアルゴリ
ズムに触発され，著者の一人 (青木)が研究していた類群の構造を Gauss 和と円単数
で記述する無限時間アルゴリズムに隅田の方法を採り入れ有限時間アルゴリズムを開
発する方向で始まったが，できあがってみると隅田の方法とは独立の新しいアルゴリ
ズムとなった．しかし基本的な部分に隅田氏のアイデアが本質的に利用されており，
この場をかりて隅田氏に感謝の意を表します．

Acknowledgement. This paper is supported by the 21 COE program “Constitution of wide-

angle mathematical basis focused on knots”.

1



2 M. AOKI AND T. FUKUDA

2. Notations and main results

F を有限次アーベル体，p を F の次数を割らない奇素数とする．ガロア群 ∆ =

Gal(F/Q) の指標 χ : ∆ → Qp
×
から原始巾等元

eχ =
1

|∆|
∑

σ∈∆

Tr(χ−1(σ))σ ∈ Zp[∆],

を作る．Tr : Qp(χ(σ)|σ ∈ ∆) → Qp は trace map である．Zp[∆]-加群 M に対し，
M の χ-part Mχ を Mχ = eχM で定義する．Oχ = Z[χ(∆)] とおくと，

χ(σ)a = σa for any a ∈M and σ ∈ ∆

によりMχ は Oχ-加群になる．pに関する仮定より AF = ⊕χAF,χ であるから，AF,χ
の Oχ-加群としての構造がわかれば AF の Oχ-加群としての構造がわかる．更に F
の Kerχ による固定体を Fχ とすれば，Oχ-加群としての自然な同型 AF,χ ' AFχ,χ

があるので，F = Fχ と思ってよい．
そこで χ を ∆ の任意の指標，K = Fχ とし，AK,χ を調べることにする．χ が奇

指標であれば K は総虚アーベル体，偶指標でれば総実アーベル体であることに注意
しておく．χ が自明指標または Theichmüller 指標 ω であればAK,χ = 0 であるから
χ 6= 1, ω としてよい．
N を χ の導手 (i.e. K の導手) とし，N = pordp(N)N0 (p 6 | N0) と分解して

おく．仮定より ordp(N) ≤ 1 である．我々のアルゴリズムの基礎である Gauss 和
τL ∈ K(µ`)

× と円単数 ξK,n ∈ K(µn)
× は次のように定義される．

定義 2.1. (Gauss 和) ` を ` ≡ 1 (mod N) をみたす有理素数とし，` の上にあるK

の素イデアル L および，L の上にある Q(µN ) の素イデアル L̃ を一つ固定する時

τ eL =

`−1∑

a=1

χ eL(a)ζ`
a, τL = NQ(µN`)/K(µ`) τ eL .

ここで χ eL : (Z/`)× → µN は χ eL(a) ≡ a−
`−1

N (mod L̃)で定まる指標，NQ(µN`)/K(µ`) :

Q(µN`)
× → K(µ`)

× はノルム写像である．τL は L̃ に依らず L から一意的に定まる．
定義 2.2. (円単数) 正整数 n に対し

ξK,n = NQ(µNn)/K(µn)(ζNn − 1).

ここで ζNn は 1 の原始 n 乗根である．

さて d
[Oχ:Zp]
0 = |AK,χ| とし，次の条件をみたす p の巾 d を固定する．

d の条件 : χ が奇指標の時は d = d0 . χ が偶指標の時は d ≥ d0 . (1)

Remark . この条件をみたす d を具体的に与えるのは易しい．実際 χ が奇指標であ
れば d0 は容易に計算可能であるし，χ が偶指標の時は 補題 2.3 を用いて d0 の上限
を与えることができる．d0 については以下を参照．
1) χが奇指標の時は，Mazur-Wilesにより証明された岩澤主予想により，一般 Bernoulli
数 B1,χ−1 を割る p の最大巾が d0 であり，B1,χ−1 の計算は容易である．
2) χ が偶指標の時 d0 の計算は難しい．EK を K の単数群とし EK,χ = (EK⊗Z Zp)χ
とおくと，χ 6= 1 であれば EK,χ ' Oχ であり，CK,χ = 〈 ξK,1eχ 〉Oχ

が円単数の
χ-part になる．再び岩澤主予想により |AK,χ| = |EK,χ/CK,χ| であるから，

ξK,1
eχ ∈ EK,χ

d0 (2)
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をみたす p の最大巾が d0 であるが，(2) のチェックには一般に代数体における計算
が必要であり，K の次数が高くなると，有理整数の計算に帰着できる B1,χ−1 に比べ
て格段に難しい．
3) 最近，隅田 [4] は χ が χ−1ω(p) 6= 1 をみたす偶指標の時に，(2) を有理整数の合
同計算でチェックできる優れたアルゴリズムを開発した．それによれば χ−1ω(p) 6= 1
の時 d0 は有理整数の計算で効率的に求めることができる．一方，後で述べる定理 2.5
によれば，d0 の上限がわかれば，χ−1ω(p) = 1 の場合を含めて，AK,χ の構造を計
算することができる．

x ∈ Zp[∆] に対し，xpn を xpn ≡ x (mod pn) をみたす Z[∆] の元とする．次の
補題により χ が偶の時の d0 の上限を知ることができる．

補題 2.3. χ(6= 1) を偶指標とする．` ≡ 1 (mod pn+1) をみたし K で完全分解する
素数 ` および ` の上にある K の素イデアル L で

(ξK,1
e

χ,pn+1 )
`−1

pn+1 6≡ 1 (mod L) (3)

をみたすものが存在すれば |AK,χ| ≤ pn[Oχ:Zp] である．

` は K で完全分解しているから (3) は有理整数の合同計算でチェックできること
に注意しておく．次に有理素数からなる有限集合 L,L∗ を以下のように選ぶ．

L と L∗ の条件

χ が奇指標の時

• L は ` ≡ 1 (mod N) をみたす有理素数 ` の有限集合．
• L∗ は任意の ` ∈ L に対し `∗ ≡ 1 (mod dN0`) をみたす有理素数 `∗ の有限集合．

χ が偶指標の時

• L は ` ≡ 1 (mod d2) であり，更に次の条件をみたす有理素数 ` の有限集合．

χ(`) = 1, (4)

∃ L : prime ideal of K lying over ` (ξK,1
eχ,dp)

`−1

dp 6≡ 1 (mod L), (5)

∀ L : prime ideal of K lying over ` (ξK,1
eχ,d)

`−1

d ≡ 1 (mod L). (6)

• L∗ は任意の ` ∈ L に対し `∗ ≡ 1 (mod d2N0`) をみたす有理素数 `∗ の有限集合．

χ が奇指標の時 ` は Q(µN ) で完全分解する．これは Gauss 和の計算を単純化す
るための条件である．一方 χ が偶指標の時，` の合同条件は ` ≡ 1 (mod d2) であり，
` ≡ 1 (mod N) ではない．Gauss 和の計算には FFT が利用できるので ` が大きく
なっても深刻ではないが (計算時間は `ϕ(`) に比例)，円単数の計算には今のところ
FFT が使えないので ` はできるだけ小さくする必要がある (計算時間は `2 に比例)．
そこで ` は Q(µN ) でなく K で完全分解するようにとり，大きさを押えるのである．
一方，`∗ はいずれの場合にも Q(µNrL

) (rL =
∏
`∈L `) で完全分解する．これらの

性質により (5), (6) を除く全ての計算を有理整数の範囲内で行うことができる．
後で見るように，実例計算において我々は ` ∈ L 上の素イデアルが AK,χ を生成

していると思われる程度に L を大きくとり，実際に生成していることを L∗ を用い
て確かめるのである．

r =

{
1 if χ is odd,

rL =
∏
`∈L ` if χ is even,

and JL∗ =
∏

L∗|`∗ , `∗∈L∗

(OK(µr)/L∗)×
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とおく．L∗ は `∗ の上にあるK(µr) の素イデアルであり，各 `∗ ∈ L∗ に対し一つ選
ぶ．WL∗,χ を全ての `∗ と素な元で生成される (K(µr)

×/K(µr)
×dEK)χ のOχ-部分加

群とする．χ が ω と異なる奇指標であれば (K(µr)
×/K(µr)

×dEK)χ = (K×/K×d)χ
であることに注意する．χ(6= 1) が偶指標の時は (EK/EK

d)χ ∼= Oχ/d だから，Oχ-

加群 (EK/EK
d)χ の生成元 ε ∈ EK を一つ固定する．JL∗ の部分群 EK を

EK =

{
1 if χ is odd,

〈(εσ mod L∗)L∗ ∈ JL∗ | σ ∈ ∆〉Z if χ is even.

で定義する．EK は εの選び方によるが JL∗/(JL∗)dEK は εによらず一意的に定まる
ことに注意する．D∗ : WL∗,χ → JL∗/(JL∗)dEK を対角写像とする．Gal(K(µ`)/K)

の生成元 σ` を一つ固定し，D` =
`−2∑

i=0

iσ`
i とおく．我々のアルゴリズムの要である

Zp-加群ML,L∗ は次のように定義される．

定義 2.4.

ML,L∗ :=

{
D∗

(
〈 τLeχ mod K×d | L|`, ` ∈ L 〉Oχ

)
if χ is odd,

D∗
(
〈 ξK,`D`eχ mod K(µr)

×dEK | ` ∈ L 〉Oχ

)
if χ is even.

ここで 〈∗〉Oχ
は ∗ で生成される (K(µr)

×/K(µr)
×dEK)χ のOχ-部分加群を表す．L

は ` の上にある K の素イデアルであるが，Oχ-加群として生成させるので一つ固定
してもよいし，動かしてもよい．

Remark . τL は K(µ`) の元であるが，τLeχ (正確には τL
eχ,d) は K に含まれる．

(τ
eχ

L ) は ` 上の素イデアルの積であり，ξK,` は K(µr) の単数であるから，τLeχ およ
び ξK,`

eχ (これも正確には ξK,`
eχ,d) は WL∗,χ の元となる．

次の定理が我々の得た結果である．§4 で見るようにML,L∗ (の構造および位数)
は χ が奇であれば有理整数の範囲で，χ が偶であれば有理整数と代数体の範囲で計
算できるから，AK,χ のアーベル群としての構造もそれに準じて計算できることにな
る．更に Oχ/p

a ' (Z/pa)[Oχ:Zp] に注意すれば，AK,χ の Oχ-加群としての構造も決
定できることがわかる．

定理 2.5. 　
(1) χ が奇指標の時，|ML,L∗| = d[Oχ:Zp] となる L, L∗ が存在する．
(2) χ が偶指標の時，d = d0 であれば |ML,L∗| = d[Oχ:Zp] となる L, L∗ が存在する．
(3) |ML,L∗| = d[Oχ:Zp] の時，アーベル群として AK,χ ∼= ML,L∗ である．

3. Algorithms for ML,L∗

定理 2.5 を用いて AK,χ の構造を決定するには，等式 |ML,L∗| = d[Oχ:Zp] を成立
させる L と L∗ (それから χ が偶指標であれば d )を見つければよい．この節では
d, L, L∗ を固定した時，ML,L∗ の構造を計算する方法を説明する．

3.1. 奇指標の場合. g を ` ∈ L の原始根とすると，定義 2.1 における指標 χ eL :
(Z/`Z)× −→ µN は χ eL(g) で定まる．1 の任意の原始 n 乗根 ζN に対し，` 上の

Q(µN ) の素イデアル L̃ をうまく選ぶと χ eL(g) = ζN となる．L̃ を特定する必要はな
いので，任意に選んだ g および任意に選んだ ζN に対し χ eL(g) = ζN と思ってよい．

g`∗ を `∗ ∈ L∗ の原始根とし，s, t ∈ Z を s ≡ g
(`∗−1)/N
`∗ (mod `∗), t ≡ g

(`∗−1)/`
`∗

(mod `∗) で定める．この時，ζN ≡ s (mod L̃∗), ζ` ≡ t (mod L̂∗) となる `∗ 上の
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Q(µN ) の素イデアル L̃∗ および Q(µ`) の素イデアル L̂∗ が存在する．従って L∗ を
L̃∗ および L̂∗ の上にある Q(µN`) の素イデアルとすれば，

τ eL =
`−2∑

i=0

ζiNζ
gi

` ≡
`−2∑

i=0

sitg
i

(mod L∗)

となる．τeχ

L を求めるには ζσr

N = ζrN で定まる各 σr ∈ G(Q(µN )/Q) に対し

τσr

eL
≡

`−2∑

i=0

sritg
i

(mod L∗)

を計算する必要がある．まともにやると `ϕ(N) に比例する時間がかかるが，[4] に
従い 2ri = r2 + i2 − (r − i)2 に注意して

τσr

eL
=

`−2∑

i=0

ζriN ζ
gi

` = ζr
2

2N

`−2∑

i=0

ζ
−(r−i)2

2N ζi
2

2Nζ
gi

` (7)

と変形すると ζ−r
2

2N τσr

eL
は ui = ζ−i

2

2N と vi = ζi
2

2Nζ
gi

` の convolution になるから，高速
フーリエ変換 (FFT)を用いて ` log(`) に比例する時間で計算できるようになる．こ
れを少し詳しく説明しよう．

3.1.1. 自前で FFT プログラムを書く場合. ` ≡ 1 (mod 2N), `∗ ≡ 1 (mod 2N) と
なるように `, `∗ をとり，s ≡ g

(`∗−1)/2N
`∗ (mod `∗), t ≡ g

(`∗−1)/`
`∗ (mod `∗) とする．

(7) を K = 2k 個の和に直し

wr =

K−1∑

i=0

ur−ivi

を 1 ≤ r ≤ N − 1 の範囲で計算したいのだが，

w1 = u1v0 + u0v1 + u−1v2 + · · ·+ u−`+3v`−2 + · · ·
wN−1 = uN−1v0 + · · ·+ u−1vN + · · ·+ u−`+1+Nv`−2 + · · ·

において i < 0 の時は ui = uK+i と考えるから，この範囲で ui の indexは N −1 が
最大で −`+3が最小である．従って K = 2k をN−1 < K−`+3即ち N+`−3 ≤ K
となるようにとり，

ui =





s−i
2

(0 ≤ i ≤ N − 1)

0 (N ≤ i ≤ K − `+ 2)

s−(K−i)2 (K − `+ 3 ≤ i ≤ K − 1)

vi =

{
si

2

tg
i

(0 ≤ i ≤ `− 2)

0 (`− 1 ≤ i ≤ K − 1)

とおくと，

τσr

eL
≡ sr

2

wr (mod L∗) for 1 ≤ r ≤ N − 1

となる．後は [1] に従って

ûs =
∑

0≤t<K

ζstKut (0 ≤ s < K) (8)

v̂s =
∑

0≤t<K

ζstKvt (0 ≤ s < K) (9)
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を求め

ŵs = ŵsŵs, ̂̂wr = Kw−rmodK (10)

を利用すればよい．ζK を mod `∗ で考えるので

`∗ ≡ 1 (mod K) (11)

が必要である．(8), (9), (10)はそれぞれ k 回のプロセスで計算可能であるが ζK mod
`∗ との積をとるためオーバフローし易い．そこで毎回 mod `∗ で計算することにな
るが，これはかなりのオーバーヘッドになる．

3.1.2. 既存のパッケージを利用する場合. FFT そのものを提供するソフトウェアパッ
ケージは稀だと思われるが，FFT を用いた多倍長乗算を提供するものとして例えば
GMP がある．

0 ≤ ui, vi < `∗, ui ≡ s−i
2

(mod `∗), vi ≡ si
2

tg
i

(mod `∗) (0 ≤ i ≤ `− 2)

とすると，U =
∑`−2
i=0 uiX

i と V =
∑`−2
i=0 viX

i の積は

UV =
∑

0≤i,j≤`−2

uivjX
i+j =

2`−4∑

k=0

( ∑

i+j=k

uivj

)
Xk

となる．X = 232k (或は 264k) を X > (`∗)3 となるようにとり，U, V を多倍長数だ
と考えて

W = UV =
2`−4∑

k=0

akX
k

を求めると，ak =
∑
i+j=k uivj となる．この時

w1 = u1v0 + u0v1 + u−1v2 + · · ·+ u−`+3v`−2

= u1v0 + u0v1 + u`−2v2 + · · ·+ u2v`−2

= a1 + a`

w`−3 = u`−3v0 + · · · + u0v`−3 + u−1v`−2

= u`−3v0 + · · · + u0v`−3 + u`−2v`−2

= a`−3 + a2`−4

w`−2 = u`−2v0 + · · · + u0v`−2

= a`−2

w`−1 = u`−1v0 + u`−2v1 + · · · + u1v`−2

= u0v0 + u`−2v1 + · · ·+ u1v`−2

= a0 + a`−1

であり，` は ` ≡ 1 (mod 2N) となるように選んでおくので (i.e. N − 1 ≤ ` − 3)，
wr = ar + ar+`−1 (1 ≤ r ≤ N − 1) となる．

GMPでは配列 U [i] (0 ≤ i ≤ n)が表す多倍長数は
∑n
i=0 U [i]232i (或は

∑n
i=0 U [i]264i)

であるから考え易い (PARI は
∑n

i=0 U [n− i]232i である)．この方法では積 UV の後
で mod `∗ の計算を行うので 3.1.1 に比べオーバーヘッドが少なく，また (11) を必
要としないため `∗ の大きさを押えることができ，従って高速である．そのかわり多
量のメモリーが必要になる．1GB のメモリーでは Table 1 のm = 36227, 36322 に
は不足であった．
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3.1.3. ML,L∗ の構造. τσr

eL
mod L∗ (r ∈ (Z/NZ)×) が求まれば τ

eχ

L ≡ x (mod L∗)

となる x ∈ Z が求まる．L∗ は L̃∗ で割れる K の素イデアルである．
ML,L∗ の構造は次のようにしてわかる．多くの場合 |L| = |L∗| = 1 であり，

この時 JL∗ = (OK/L∗)× は巡回群であるから ML,L∗ も巡回群である．d = pa,

τ
eχ

L ≡ x (mod L∗) の時，x(`∗−1)/pi ≡ 1 (mod `∗), x(`∗−1)/pi+1 6≡ 1 (mod `∗) であ
れば |ML,L∗| = pa−i である．これにかかる時間は O(a log `∗)であるから無視できる．

|L∗| > 1 の時は若干面倒になる．|L| = |L∗| = m の場合を説明しよう (一般には
|L| ≤ |L∗|)．L = {`1, · · · , `m}, L∗ = {`∗1, · · · , `∗m} とし gi を `∗i の原始根とする．Li
(resp. L∗

j ) を `i (resp. `∗j ) 上の素イデアルとし，まず τ
eχ

Li
≡ xi,j (mod L∗

j ) となる
xi,j ∈ Z を求める．

(xi,jg
yi,j

j )
`∗
j
−1

d ≡ 1 (mod `∗j )

となる yi,j ∈ Z は O(d log `∗j ) 時間で求めることができる．m ×m 行列 N = (yi,j)

の Zp における単因子を (d1, · · · , dm) とすれば，アーベル群として

ML,L∗ '
m∏

i=1

Z/(d/di)Z

である．必要な時間は O(d(log `∗1 + · · ·+ log(`∗m)) である．d が大きくなるのは，大
きな p に対し d = pa (a > 1) となる時であり，同時に |L∗| > 1 となるのは稀であ
るから，殆どの場合をこの方法で処理できる．

3.2. 偶指標の場合. まず (4), (5), (6) をみたす d, ` をいくつか見つける．補題 2.3
により，これらの d は |AK,χ| の上限を与える．最小の d が d[Oχ:Zp] = |AK,χ| をみ
たしていると考えられるから，`∗ を小さい順に選び |ML,L∗| = d[Oχ:Zp] となるかど
うか調べればよい．
`が Q(µN )で完全分解すれば条件 (5), (6)は有理整数の計算で高速にチェックでき

るが，K でしか完全分解しないため代数体における計算が必要となる．[K : Q] = n
とし {v1, · · · , vn} を K の整数基とする．ξρK,1 の値を近似計算し，連立方程式

n∑

i=0

xiv
ρ
i = ξρK,1 (ρ ∈ G(K/Q))

の解を整数に丸めれば ξK,1の {vi}に関する係数 xi ∈ Zが求まる．vρi ≡ yi,ρ (mod L)
となる yi,ρ ∈ Z を求めるのは易しく，

ξρK,1 ≡
n∑

i=1

xiyi,ρ (mod L) (12)

であるから，最終的に ξ
eχ,dp

K,1 ≡ z (mod L) となる z ∈ Z を求めることができる．こ

の時，条件 (5), (6) はそれぞれ z(`−1)/dp 6≡ 1 (mod `), z(`−1)/d ≡ 1 (mod `) と同値
になる．
偶の時，ML,L∗ は JL∗/JdL∗EK の部分群であり，単数の計算は類群の計算と同程

度に難しいと考えられているから，ML,L∗ の計算も難しそうに見える．しかし次の
ようにすれば単数の影響を避けることができる．

[K : Q] が p − 1 を割る場合を考え d = |AK,χ| と仮定する．x ∈ OK(µr) に対し，
x̄ = (x, · · · , x) ∈ JdL∗EK かどうか判定できれば，ML,L∗ の構造がわかる．d = |AK,χ|
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だから η = d

√
ξ
e

χ,d2

K,1 が (EK/E
d
K)χ を生成し，従って

x̄ ∈ JdL∗EK ⇐⇒ ∃ ε ∈ (EK/E
d
K)χ ∀ L∗ xε ∈ (OK(µr)/L∗)×d

⇐⇒ ∃ ε ∈ (EK/E
d
K)χ ∀ L∗ (xε)

`∗−1

d ≡ 1 (mod L∗)

⇐⇒ ∃ i(0 ≤ i < d) ∀ L∗ (xηi)
`∗−1

d ≡ 1 (mod L∗)

⇐⇒ ∃ i(0 ≤ i < d) ∀ L∗ (xdξ
ie

χ,d2

K,1 )
`∗−1

d2 ≡ 1 (mod L∗)

⇐⇒ ∃ i(0 ≤ i < d) ∀ L∗
(
ξ
e

χ,d2
`∗−1

d2

K,1

)i
≡ xd (mod L∗)

となる．このプロセスを吟味すると，|L∗| = 1 の場合には，(ξ
eχ,d2

K,1 )(`
∗−1)/d2 6≡ 1

(mod L∗) であれば必ず |ML,L∗| < d となることがわかる．従って，|L∗| > 1 の場
合も含めて，L∗ に関する追加条件

∀ `∗ ∈ L∗ ∀L∗ | `∗ (ξ
e

χ,d2

K,1 )
`∗−1

d2 ≡ 1 (mod L∗) (13)

を設定する．(13) は一見極めて強く思えるが，上で見たように実は合理的な条件な
のである．一旦 (13) を仮定してしまえば，d に関する条件 d[Oχ:Zp] ≥ |AK,χ| より
EK ⊂ JdL∗ となるから JL∗/JdL∗EK = JL∗/JdL∗ となる．後は奇指標の時と同じ方法
でML,L∗ の構造を計算できる．

(13) をみたす `∗ を見つけるのは難しくない．実際，ξK,1 =
∑n
i=1 xivi となる

xi ∈ Z は計算済みだから，(12) と同様の合同計算で (13) をチェックすればよい．`∗

を捜す時間は ξK,` の計算に較べると無視できる．
ξK,` の計算は単純である．ρ (resp. g) を ` (resp. `∗) の原始根とすれば，`∗ 上の

Q(µN ) の適当な素イデアル L̃∗ および Q(µ`) の適当な素イデアル L̂∗ に対し，

ζN ≡ g
`∗−1

N (mod L̃∗)

ζ` ≡ g
`∗−1

` (mod L̂∗)

となる．L∗ を L̃∗ を割るK の素イデアル，L∗ を L∗ および L̂∗ 上にある K(µr) の
素イデアルとすると，

ξD`

K,` ≡
∏

j∈H

`−2∏

i=0

(
g

`∗−1

N
j+ `∗−1

`
ρi−1

)i
(mod L∗),

である．H は K に対応する (Z/NZ)× の部分群である．これは O(N`) アルゴリズ
ムである．
最後に ξD`

K,` の計算の高速化の可能性について注意する．f(X) を ζN の K 上の
最小多項式とすれば

ξD`

K,` =
∏

j∈H

`−2∏

i=0

(ζjNζ
ρi

` − 1)i

≡
`−2∏

i=0

∏

j∈H

(ζ−ρ
i

` − ζjN )i (mod K(µr)
×d2)

=

`−2∏

i=0

f(ζ−ρ
i

` )i
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となり，よく知られているように，FFTを使えば，f(ζ−ρ
i

` ) (0 ≤ i ≤ `−2)は O(` log `)
時間で計算できる．巾は i mod d2 でよいので，積にかかる時間は O(` log d2) であ
る．従って，f(X) を高速に求めることができれば，ξD`

K,` は O(` log `) 時間で計算で
きる．

4. Examples

定理 2.5 を使ってみよう．m 6= 1, 5 を平方因子をもたない整数とする．K =
Q(

√
m,µ5) は Q 上 8次のアーベル拡大である．χ を Q(

√
m) の指標，ω を Q(ζ5) の

Teichmüller 指標とすると，∆ = G(K/Q)の指標群は {1, ω, ω2, ω3, χ, χω, χω2, χω3}
である．Q(ζ5) の類数は 1だから AK,ω = AK,ω2 = AK,ω3 = 0 である．χ と χω2 の
固定体はそれぞれ Q(

√
m), Q(

√
5m) であり，χω と χω3 の固定体は (唯一存在する)

4次の巡回部分拡大である．

4.1. p = 5 の場合. AK = AK,χ ⊕AK,χω ⊕AK,χω2 ⊕AK,χω3 であり，任意の ψ ∈ ∆̂
に対し Oψ = Z5 である．

例 4.1. m = 1111, ψ = χω とする．ψは奇指標であり N = 22220．B1,ψ−1 の計算によ
り |AK,ψ| = 52．` ≡ 1 (mod N) をみたす素数は 133321, 177761, 266641, 444401....．
L = {`}をいくつか試して |ML,L∗| < 52 であるので，AK,ψ は巡回群ではなさそうで
ある．そこでL = {133321, 177761}, L∗ = {126383489885716801, 221171107300004401}
をとると

N =

(
0 5

20 0

)
∼

(
5 0
0 5

)

となり，|ML,L∗| = 52．従って定理 2.5 より AK,ψ ' ML,L∗ ' Z/5Z ⊕ Z/5Z．

例 4.2. m = 36227, ψ = χω3 とする．ψ は奇指標であり N = 724540．B1,ψ−1 の計算
により |AK,χω| = 53．̀ ≡ 1 (mod N)をみたす素数は 5075561, 7250801, 11601281....．
L = {5075561} とする．L∗ = {551617045041001} に対しては |ML,L∗| = 52 であ
るが，L∗ = {1287106438429001} に対しては |ML,L∗| = 53．従って定理 2.5 より
AK,ψ ' ML,L∗ ' Z/53Z．

例 4.3. m = 36293, ψ = χω3 とする．ψ は奇指標であり N = 181465．B1,ψ−1 の計算
により |AK,χω| = 52．` ≡ 1 (mod N) をみたす素数は 725861, 1814651, 3266371....．
L = {725861} とする．L∗ = {10537469309201} に対しては |ML,L∗| = 5，L∗ =
{18440571291101} に対しては |ML,L∗| = 1．この様子から ` = 725861 の上の素イ
デアルは AK,χ を生成していないようであり，他の素数が必要である．巡回群ではな
いかもしれないが，とりあえず L = {1814651}, L∗ = {39515477245801} としてみ
ると |ML,L∗| = 52．従って定理 2.5 より AK,ψ ' ML,L∗ ' Z/52Z．

例 4.4. m = −14606, ψ = χω とする．ψ は偶指標であり N = 292120．` = 11251に
対し補題 2.3を使うと |AK,ψ| ≤ 52が得られる．他の `を使っても |AK,ψ|の上限はこれ
以上下がらないので d = 52 とする．̀ ≡ 1 (mod 52)および (4), (5), (6)をみたす素数
は 11251, 22501, 26251, 37501, 47501....．この場合も L = {`}では |ML,L∗| < 52 であ
るので，L = {11251, 22501}, L∗ = {6868360202024395001, 13662767669706670001}
とする．L∗ は (13) をみたしている．この時

N =

(
15 15
0 15

)
∼

(
5 0
0 5

)

となり，|ML,L∗| = 52．従って定理 2.5 より AK,ψ ' ML,L∗ ' Z/5Z ⊕ Z/5Z．
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Table 1 に他のいくつかの例を示す．例えば (5, 5) は Z/5Z ⊕ Z/5Z を意味する．

Table 1
m AK,χ AK,χω AK,χω2 AK,χω3

1111 (5) (5, 5) 0 0
7523 0 0 (5) (52, 5)

36227 0 0 0 (53)
36293 0 0 0 (52)
36322 (5) (53, 5) 0 0
42853 (5) (53, 5) 0 (5)
−5657 0 0 (5, 5) (52)

−14606 (5, 5) (5, 5) 0 0

4.2. p = 3 の場合. χω3 は χω の共役であるから，AK = AK,χ ⊕ AK,χω ⊕ AK,χω2．
更に Oχ = Oχω2 = Z5, Oχω = Z[ζ4] である．

例 4.5. m = 15338, ψ = χω とする．ψ は奇指標であり N = 306760．B1,ψ−1 の計算
より |AK,ψ| = 34．L = {920281, 1840561}, L∗ = {53939200897513698455715841,
61294546474447384608768001, 90715928782182129220976641,
129944438525828455370588161} を選ぶと

N =




0 6 3 0
3 6 3 6
3 0 6 6
0 3 3 6


 ∼




3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3




となり |ML,L∗| = 54．従って定理 2.5 よりアーベル群として AK,ψ ' ML,L∗ '
Z/3Z ⊕ Z/3Z ⊕ Z/3Z ⊕ Z/3Z．Oψ-加群としては AK,ψ ' Oψ/3Oψ ⊕ Oψ/3Oψ で
ある．

他の例を Table 2 にあげる．

Table 2
m AK,χ AK,χω AK,χω2 AK,χω as O = Oχω-modlue

853 0 (32, 32) 0 O/32

9546 0 (33, 33) 0 O/33

11703 0 (33, 33) 0 O/33

13767 (3) (33, 33) (3) O/33

13894 0 (33, 33) (32) O/33

15338 0 (3, 3, 3, 3) (3) O/3 ⊕O/3

4.3. 計算時間. 任意の有限次代数体 F のイデアル類群 ClF を計算するアルゴリズ
ムがいくつかのソフトウェアパッケージに実装されている．一方我々のアルゴリズ
ムは有限次アーベル体 F と F の次数 [F : Q] を割らない奇素数 p に対し，類群の
p-part ClF {p} を計算する．適用できる状況は制限されているが，その代わり計算速
度の面でメリットがある．また類群の p-part の振舞いを研究する岩澤理論において
も有用であると思われる．
例えば，類群を計算するのに使われる代表的なソフト PARI では，計算速度を調

節するために類群の生成元を捜す上限を指定できる．何も指示しない時 (A)は経験的
に十分であると思われる上限が使われ，経験的に正しい結果を与える．GRH を仮定
した時の理論的な上限を使うと (B) ，GRH の下で正しい結果を与える．GRH を仮
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定しなくても十分である理論的な上限を使うと (C) ，厳密に正しい結果を与える．一
方我々のアルゴリズム (D) はGRH を必要とせず，ClF {p} を厳密に求める．Table
3 は Alpha 21264 667MHz (メモリーは 4GB) を使った時の計算時間である．∗ の部
分では PARI は segmentaion fault をおこし途中で止まった．

Table 3
m (A) (B) (C) (D)

1111 26s 1h20m 1h33m 24s
7523 3m6s 3h30m 31h10m 7m22s

36227 2m51s 5h45m ∗ 10m30s
36293 1m28s 5h49m ∗ 2m54s
36322 6m13s 6h30m ∗ 29m28s
42853 4m31s 3h59m ∗ 8m47s
−5657 1m35s 3h24m 11h 24m33s

−14606 4m15s 4h6m ∗ 6h42m
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